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1 EINLEITUNG

Die klassische (oder elementare) Differentialgeometrie untersucht lokale Eigenschaften
von Kurven und Flächen. Wichtig ist also, wie sich Kurven und Flächen in einer kleinen
Umgebung eines Punktes verhalten. Mathematische Methodenfür solche Studien liefern die
Differentialrechnung und die lineare Algebra.

Umgekehrt liefert die Differentialgeometrie eine Möglichkeit Differentialrechnung auf
Mannigfaltigkeiten (unter anderem auf Flächen) zu betreiben. Diesen zweiten Aspekt lassen
wir in diesem Skript außer Acht und konzentrieren uns auf derEigenschaften von Kurven
und Flächen also, auf die klassische Differentialgeometrie.

Der repräsentativste Teil der klassischen Differentialgeometrie ist das Studium von Flä-
chen. Dazu müssen wir die Eigenschaften von Kurven studieren.

1.1 IMPLIZITE KURVEN: BEISPIELE

Beispiel 1.1 Die Gerade

ax+ by + c = 0 , a, b, c ∈ R , (a, b) 6= (0, 0)

beschreibt die Menge {
(x, y)⊤ ∈ R

2 : ax+ by + c = 0
}
.

b 6= 0 – Graph vonx 7→ −a
b
x− c

b
;

a 6= 0 – Graph vony 7→ − b

a
y − c

a
.

Beispiel 1.2 Ein Kreis mit RadiusR > 0 und Mittelpunkt(x0, y0) ∈ R2 ist die L̈osung der
Gleichung

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 −R2 = 0 , R > 0 .

a = 0

b = 0
ab 6= 0

Ellipseb > a

Ellipsea > b R

(x0, y0)

e−

e+

e− e+

Geraden Ellipsen, Kreise

Fig. 1.1
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Beispiel 1.3 EineEllipse mit den Halbachsena undbwird beschrieben durch die Gleichung

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
− 1 = 0;

In Worten: die Menge aller Punkte (x, y) mit vorgegebener Abstandssumme zu zwei festen
Brennpunktene+, e−:

e− = (x0 − ρ, y0)
⊤ , e+ = (x0 + ρ, y0)

⊤ , ρ :=
√
a2 − b2 für a > b ,

e− = (x0, y0 − ρ)⊤ , e+ = (x0, y0 + ρ)⊤ , ρ :=
√
b2 − a2 für b > a.

Beispiel 1.4 Kegelschnitte:Ebene Kurven, die sich durch quadratische Gleichungen be-
schreiben lassen, heißenKegelschnitte; Bei-
spiele sind Ellipsen (speziell Kreise),Parabeln
(vgl. Fig. 1.2),Hyperbeln (vgl. Fig. 1.3),Punk-
te: x2+y2 = 0 oder dieleere Menge:x2+y2+
1 = 0, letztere sind entartete Kreise oder entar-
tete Ellipsen.
Bemerkung: Kegelschnitte weil jede diese
Kurve lässt sich als der Schnitt von Kegel mit
die Ebene darstellen (vgl Formel (1.7)).

y

x

Parabeln:y − x2 = 1

Fig. 1.2

y

x

y

x

Hyperbel:x2 − y2 = 1 Hyperbel:xy = 1

Fig. 1.3
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und auchGeraden

y

x2 = 1

y2 = 1

x2 = 0

x2 − y2 = 0

x

y

x

Geraden

Fig. 1.4

0

-8

8

4

-4

40 31 2

-1

-1.5

0.5

-0.5

0.40-0.4-0.8

1.5

1

0

Neil’sche Parabel:y2 − x3 = 0 Strophoide:y2(a− x) − x2(a− x) = 0 , a > 0

Fig. 1.5

0.3

0.1

-0.3

0.2

0
10.50

-0.2
-0.1-0.5-1

Lemniskate

Fig. 1.6

Beispiel 1.5 Polynome ḧoheren Grades.
Cassini’sche Kurven (algebraische Kurven-
theorie; vgl. Fischer, Brieskorn-Kn̈orrer):

(x2+y2)2−2(x2−y2)+1−c = 0 , c > 0 .

Spezialfallc = 1 Lemniskate(vgl. Fig. 1.6):

x2 + y2)2 − 2(x2 − y2) = 0 .
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1.2 PARAMETRISIERTE EBENEKURVEN, POLARKOORDINATENDARSTELLUNG

Beispiel 1.6 a. Gerade inR2 : R ∋ t 7→ (at+ b, ct + d)⊤ , (a, c) 6= (0, 0).
b. Kreislinie:R ∋ t 7→ (cos t, sin t)⊤ = eit.

Achtung: Die parametrisierten Kurven

α : [0, 2π) → R2 , α(t) = eit ,

β : [0, 2π) → R2 , β(t) = e2it ,

γ : [0, 2π) → R2 , γ(t) = e−it

sind verschieden, haben aber dieselbe Spur, nämlich den Einheitskreis

S1 = α([0, 2π)) = β([0, 2π)) = γ([0, 2+)]) =
{

(x, y)⊤ ∈ R
2 : x2 + y2 = 1

}
.

c. Ellipse:[0, 2π) ∋ t 7→ (a cos t, b sin t)⊤.
d. Hyperbel:R ∋ t 7→ (cosh t, sinh t)⊤.
e. Parabel:R ∋ t 7→ (t, t2)⊤

Beispiel 1.7 EineTraktrix ist die folgende parametrisierte Kurve

α(t) =

(
sin t, cos t+ log

[
tan

t

2

])⊤

, 0 < t < π , (1.1)

sie lautet als explizite Kurve

y = −+a arc cosh
a

x−
+
√
a2 − x2 , 0 < x < a (1.2)

(der Kurve(1.1)entschpricht der Falla = 1).

2

-6

-2

-4

10.80.60.40.20

6

4

0

r(θ)

α(θ)

θ

θ0

d

Traktrix a = 1
Fig. 1.7

Polarkoordinaten
Fig. 1.8
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Polarkoordinatendarstellung ebener Kurven

α(θ) = θ 7→ r(θ)eiθ = r(θ)(cos θ, sin θ) .

• für r = const > 0 erhalten wir eine Kreislinie

• für ρ > 0 und Brennpunkt im(0, 0) folgt mit

r(θ) =
ρ

1 − ε cos θ





|ε| < 1 : Ellipse

|ε| = 1 : Parabel(0 < θ < 2π)

|ε| > 1 : Hyperbel

(
arccos

1

ε
< θ < 2π − arccos

1

ε

)

Beispiel 1.8 Lemniskate(vgl. Fig. 1.6)

r(θ) =
√

2 cos (2θ) , −π
4
≤ θ ≤ π

4
und

3π

4
≤ θ ≤ 5

π
4

Beispiel 1.9 Spiralensind Kurven in Polarkoordinatendarstellung, wobeiθ ≥ 0 oderθ ∈ R

undr(θ) monoton ist.

Beispiel 1.10 Archimedische Spirale:

r(θ) = aθ , a > 0 , oder parametrisiert α(θ) = aθeiθ

10

0

5

-5

-5

-15

-10

151050-10-15

2

-2

0
0 42-2-4

-4

Logarithmische Spirale Archimedische Spirale

Fig. 1.9

Beispiel 1.11 Logarithmische Spirale

r(θ) = becθ , b, c > 0 , oder parametrisiert α(θ) = be(c+i)θ



8 ELEMENTARE DIFFERENTIALGEOMETRIE

Beispiel 1.12 Klotoide(auch:Strassenbauerkurve, Cornu-Spirale):

1

0

0.5

-0.5

-1

10.5-0.5 0-1

Klotoide

Fig. 1.10

α : R → R
2 ,

α(t) =

(∫ t/a

0

cos(
τ 2

2
) dτ,

∫ t/a

0

sin
τ 2

2
dτ

)⊤

(1.3)

t→ ∞ =⇒ α(t) →
(

1

2

√
π

2
,
1

2

√
π

2

)⊤

.

Integrale in (1.3) heißen“Fresnel’sche”.

1.3 ROLLKURVEN

Rollkurven sind Bahnkurven von Punkten, die starr mit einem Kreis verbunden sind, der auf
einer Geraden oder einem Kreis abrollt.

2

1
1.5

0.5
0

1210820 4 6

Zykloide

Fig. 1.11

Zykloide ist eine spezielle Rollkurve erzeugt
dadurch, dass ein Kreis mit Radiusr > 0
und Starrpunkt auf dem Rand auf einer Gera-
den (z.B. einer reellen AchseR) abrollt. Die
entsprechende parametrisierte Kurve ist die
Folgende:

α(ϑ) = r (ϑ− sin ϑ, 1 − cos ϑ)⊤

α : R → R3 .

Eine Epizykloide entsteht, wenn ein Kreis mit Radiusr > 0 und Starrpunkt auf dem
Rand auf einem anderen Kreis mit RadiusR > r von außen abrollt. Die entsprechende
parametrisierte Kurve lautet für den FallR = 1:

α : R → R3 ,

α(ϑ) =

[
(R + r) cos ϑ− r cos

(R + r)ϑ

r
, (R + r) sin ϑ− r sin

(R + r)ϑ

r

]⊤
.
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R

r

Rr R

r

Epizykloide Hypozykloide Perizykloide

Fig. 1.12

1

0

0.5

-0.5

-1

10.50-1 -0.5

2

0

1

-1

-2

10.50-1 -0.5

2

0

1

-1

-2

10-1-2-3

EpizykloideR = 5r NephroideR = 2r KardioideR = r

Fig. 1.13

Eine Epizykloide mitr = R/2 heißtNephroide.

Eine Epizykloide mitr = R heißtKardioide .

0

2

0
-1-2

-1

-2

21

1

1.5

0.5

-1.5

1

0
1.510.50-1

-1

-0.5

-0.5-1.5

Epizykloide2R = 3r EpizykloideR = πr

Fig. 1.14
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EineHypozykloide entsteht, wenn ein Kreis mit Radiusr > 0 und Starrpunkt auf dem
Rand auf der Innenseite eines anderen Kreises mit RadiusR > r abrollt. Die entsprechende
parametrisierte Kurve lautet:

α : R → R3 ,

α(ϑ) =

[
(R− r) cos ϑ− r cos

(R− r)ϑ

r
, (R− r) sin ϑ− r sin

(R− r)ϑ

r

]⊤
.

(1.4)

Eine Hypozykloide mitr =
1

4
R heißtAstroide.

1

0
1

0.5

0 0.5-0.5

-1

-1

-0.5

1

-0.5

0.5

0

-1

10.50-1 -0.5

HypozykloideR = 8r AstroideR = 4r

Fig. 1.15

Eine Perizykloide entsteht, wenn ein Kreis mit Radiusr > 0 und Starrpunkt auf dem
Rand einen anderen Kreis mit RadiusR < r umschließend abrollt.

Eine Perizykloide mitr = 2R ist wieder eineKardioide .

EineTrochoide entsteht, wenn ein Kreis mit Radiusr > 0 und Starrpunkt mit Abstand
a > 0 vom Mittelpunkt des rollenden Kreises auf einem anderen Kreis mit Radius von außen
abrollt. Für die Wahla = r erhält man also wieder eine Zykloide. Zum Beispiel lautet die
parametrisierteEpitrochoide folgendermaßen:

α(ϑ)=(R + r)ei(ϑ+π/2)

=

[
a sin

(r +R)ϑ

r
− (r +R) sin ϑ, (R + r) cosϑ− a cos

(r +R)ϑ

r

]⊤
: R → R

3 .
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1.5

0.5

-1.5

1

1.5-0.5-1

-1

1

-0.5

0
0

0.5-1.5

R

r

a

EpitrochoideR > a > r

Fig. 1.16

Die Peritrochoide mitr =
3

2
R liefert die Form des Wankelmotors.

1

0

0.5

-0.5

10-0.5-1

-1

0.5

R
r

a

EpitrochoideR > r > a

Fig. 1.17

Allgemein gilt: Die Spur jeder Perizykloide ist auch Spur einer Epizkloide.Ähnliches
gilt für Peritrochoiden und Epitrochoiden.

Bemerkung 1.13 Eine Rollkurve um einen festen Kreis ist geschlossen, vorausgesetzt der

Bruch
r

R
ist rational; sonst liegt die Kurve dicht in dem RinggebietR ≤ |z − z0| ≤ R + r,

wobeiz0 das Zentrum des festen Kreises ist.
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1.4 RAUMKURVEN : BEISPIELE

Raumkurven werden bestimmt durch zwei Gleichungen:
{
f(x, y, z) = 0 ,
g(x, y, z) = 0 .

Die Lösungen der Gleichungf = 0, g = 0 ergeben zwei Flächen, deren Durchschnitt eine
Raumkurve ist (Folgerung aus dem “Satz über implizite Funktion” (siehe§ 1.8).

Beispielsweise definiert das System
{
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0 ,
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0 ,

eine Gerade, falls die Vektoren(a1, b1, c1), (a2, b2, c2) linear unabhängig sind.

Für parametrisierte Raumkurven schreiben wir

α(t) = (α1(t), α2(t), α3(t))
⊤ : I → R

3 . (1.5)

Eine Gerade ist definiert durch das System
{
a1x1 + b1x2 + c1x3 + d1 = 0 Ebene

a2x1 + b2x2 + c2x3 + d2 = 0 Ebene,
(1.6)

vorausgesetzt die Vektoren(ak, bk, ck)
⊤ ∈ R3 , k = 1, 2, sind linear unabhängig, denn

dadurch wird sicher gestellt, dass die Ebenen nicht parallel sind.

Ein Kegelschnitt entsteht, wenn sich ein Kegel mit einer Ebene schneidet:
{
x2

1 + x2
2 − x2

3 = 0 Kegel,

ax1 + bx2 + cx3 + d = 0 Ebene
(1.7)

oder durch den Schnitt einer Sphäre mit einem Ellipsoid





x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1 = 0 Sphäre,

x2
1

a2
+
x2

2

b2
+
x2

3

c2
− 1 = 0 Ellipsoid,

(1.8)

Allgemein definieren zwei Gleichungen
{
F (x1, x2, x3) = 0 Fläche,

G(x1, x2, x3) = 0 Fläche
(1.9)

eine Raumkurve inR3.
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Helix
Fig. 1.18

Concho
Fig. 1.19

Beispiel 1.14 HelixoderSchraublinie:

α(t) = (a cos t, a sin t, bt+ c)⊤ : R → R
3 . (1.10)

Beispiel 1.15 Concho:

α(t) =
(
a ebt cos t, a ebt sin t, ebt

)⊤
: R → R

3 . (1.11)

Beispiel 1.16 Toruskurven:

αω,γ(t) =




[
R + r cos (ωt)

]
cos (γt)

[
R + r cos (ωt)

]
sin (γt)

r sin (ωt)


 : R → R

3 (1.12)

wobeiω, γ ∈ R, R > r > 0. Die Spur dieser Kurven liegt auf dem Torus.

α(ϕ, θ) =




[
R + r cos θ

]
cos ϕ

[
R + r cos θ

]
sin ϕ

r sin θ


 : R

2 → R
3 (1.13)

Wenn der Bruch
ω

γ
rational ist, dann ist die Kurve geschlossen.

Ist der Bruch
ω

γ
allerdings irrational, dann ist die Kurve nicht geschlossen, sondern liegt

dicht auf dem Torus.
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Eine Kurveαm,n mit ganzzahligemm undn heißenTorusknoten. Der Graph, der für
die spezielle Wahlα2,3 entstheht heißtKleeblatschlinge.

Kleeblattschlinge:α2,3 Toruskurve:α5,12

Fig. 1.20

1.5 EUKLIDISCHER RAUM

Um Kurven zu definieren, brauchen wir den Begriff des Euklidisches Raumes: für ganz-
zahligen ≥ 1 bezeichnetRn den Euklidischen Raum. Er besteht ausVektoren x =
(x1, . . . , xn)⊤, die als n-Tupel von reellen Zahlenx1, . . . , xn ∈ R dargestellt sind. Wir be-
trachten die Vektoren als Spalten und verwenden den Index⊤ für transponierte Vektoren und
Matrizen.

Rn ist ein linearer Raum: für belibige Vektorenx = (x1, . . . , xn)⊤, y = (y1, . . . , yn)
im Rn und für belibige reelen Zahlenλ, µ ∈ R ist die Summe

λx+ µy := (λx1 + µy1, . . . , λxn + µyn)⊤ ∈ R
n

wohldefiniert. Die Summe ist kommutativx+y = y+x, assoziativ(x+y)+z = x+(y+z),
λ(µx) = (λµ)x und distributivλ(x+ y) = λx+ λy, (λ+ µ)x = λx+ µx für x, y, z ∈ Rn,
λ, µ ∈ R. Außerdem existiert ein Nullelement0 ∈ Rn mit der Eigenschaftx+0 = x für alle
x ∈ Rn.

Weiterhin istRn mit einem Skalarprodukt versehen. Das Skalarprodukt

(·, ·) : R
n × R

n −→ R .

ist eine Abbildung vonRn × Rn → R und ordnet dementsprechend jedem beliebigen Paar
x = (x1, . . . , xn)⊤ ∈ R

n undy = (y1, . . . , yn)⊤ ∈ R
n eine reelle Zahl zu.

(x, y) :=
n∑

j=1

xjyj . (1.14)
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Das Skalarprodukt wird auch mit dem Verknüpfungszeichen “Punkt” dargestellt

x · y = (x, y) :=

n∑

j=1

xjyj . (1.15)

Das Skalarprodukt ist bilinear:

(λx+ µy, z) = λ(x, z) + µ(y, z) , (z, λx+ µy) = λ(z, x) + µ(z, y)

für x, y, z ∈ Rn, λ, µ ∈ R.

Die nichtnegative Zahl

|x| :=
√

(x, x) =

[
n∑

j=1

(xj)2

]1/2

(1.16)

nennt man dieNorm des Vektorsx ∈ Rn; sie hat folgende Eigenschaften:

N.1. |x| = 0 dann und nur dann, wennx = 0.

N.2. |λx| = |λ||x|, wobei λ ∈ R.

N.3. |x+ y| ≤ |x| + |y| für x, y ∈ Rn.

(1.17)

Es gilt dieCauchy Ungleichung

|(x, y)| ≤ |x||y| , ∀x, y ∈ R
n, (1.18)

wie leicht nachzuweisen ist. Folglich ist der Winkelθ ∈ [0, 2π) zwischen den Vektoren
x, y ∈ Rn durch die Gleichung

cos θ :=
(x, y)
|x||y| ≤ 1 (1.19)

wohldefiniert und wir erhalten:

x · y = (x, y) = |x||y| cos θ . (1.20)

Definition 1.17 Eine stetige lineare Abbildung

ω : R
n → R , ω(λx+ µy) = λω(x) + µω(y) , λ, µ ∈ R , x, y ∈ R

n (1.21)

heißtFunktional .

Charakteristish für lineare Funktionale (und für lineare Operatoren algemein) ist die
folgende:Das Funktional(1.21)ist dann und nur dann stetig, wenn es beschränkt ist:

|ω| := sup
|x|=1

|ω(x)| <∞ . (1.22)

Der folgende Satz ist eine schwache Form des Riesz Theorems.Er gilt für den allgemei-
nen Hilbert Raum.
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Satz 1.18Es existiert zu jedem Funktionalω genau ein Vektor inRn, den wir wieder mitω
bezeichnen, so dass gilt

ω(x) = (ω, x) , ∀x ∈ R
n . (1.23)

Die Norm|ω| des Vektorsω ∈ Rn stimmt mit der Norm des Funktionals(1.22)überein.

Mit anderen Worten: DerDualraum (Rn)∗ der stetigen linearen Funktionale auf dem
Euklidischer RaumRn ist isometrisch isomorphzuRn, in Zeichen(Rn)∗ ∼= Rn.

Definition 1.19 Ein n-Tupel von Vektoren{xj}n
j=1, xj ∈ Rn heißtBasis in Rn, wenn jeder

Vektorx ∈ Rn als Summe

x =

n∑

j=1

cjxj (1.24)

mit c1, . . . , cn ∈ R darstellbar ist.

Die Basis{xj}n
j=1 ⊂ Rn heißtorthonormal , falls

xj · xk = (xj , xk) = δjk , (1.25)

wobeiδjk das Kronecker’sche Symbol bezeichnet, für es giltδjk = 0, wennj 6= k undδjj = 1
sonst.

Da die Darstellung

x = (x1, . . . , xn)⊤ =

n∑

j=1

xjej (1.26)

mit
ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)⊤ , j = 1, . . . , n , (1.27)

gilt, ist {ej}n
j=1 eine Basis inRn. Man nennt sie diekanonische Basis. Die kanonische Basis

ist orthonormal (vgl. (1.25))

ej · ek = (ej, ek) = δjk , j, k = 1, 2, . . . , n . (1.28)

Für R3 besteht die kanonische Basis aus den folgenden drei Vektoren:

e1 = (1, 0, 0)⊤ , e2 = (0, 1, 0)⊤ , e3 = (0, 0, 1)⊤ . (1.29)

Für zwei geordnete BasenE := {ej}n
j=1 undF := {fj}n

j=1 in Rn existiert dieMatrix
des Basiswechsels

F = AE,FE , AE,F =
[
ak

j ]n×n =




a1
1 a1

2 · · · a1
n

a2
1 a2

2 · · · a2
n

· · · · · · · · · · · ·
an

1 an
2 · · · an

n


 (1.30)
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oder, in Details:

ej =

n∑

k=1

aj
kfk , j = 1, . . . , n . (1.31)

Diese Matrix ist nicht degeneriert (also elliptisch), das heißt es giltdet AE,F 6= 0, weil E
undF nach Vereinbarung Basen und desto linear unabhängig sind.

Definition 1.20 Zwei geordnete BasenE := {ej}n
j=1 undF := {fj}n

j=1 in Rn bestimmen
dieselbe Orientierung vonRn, in ZeichenE ∼ F , wenn gilt

det AE,F > 0 .

Offenbar ist“ ∼′′ eineÄquivalenzrelation auf der Menge der geordneten Basen vonRn,
und es gibt genau zweiÄquivalenzklassen. Jede dieserÄquivalenzklassen bestimmt eine der
beiden möglichen Orientierungen vonRn.

Von der Orientierung desRn spricht man also nur im Zusammenhang mit einer gewähl-
ten Basis.

Definition 1.21 Betrachte jetztRn mit der kanonischen BasisE =
{
e1, . . . , en

}
. Stan-

dardm̈aßig wird vereinbart, dassRn durchE positiv orientiert ist (vgl. Fig 1.22).

Falls Rn durch der BasisE =
{
e1, , . . . , ej , . . . , ek, . . . , en

}
positiv orientiert ist und

j 6= k, erhältRn durch der Permutatierte BasisE ′ :=
{
e1, . . . , ek, . . . , ej, . . . , en

}
eine

negative Orientierung (vgl. Übung 1.1).

1.6 BILINEARE UND QUADRATISCHE FORMEN

Definition 1.22 Es seiT ein reeller Vektorraum. EineBilinearform aufT ist eine Abbildung
β : T × T → R mit

β(aU + bV,W ) = aβ(U,W ) + bβ(V,W ) ,

β(U, aW + bV ) = aβ(U,W ) + bβ(U, V )
(1.32)

für alleU, V,W ∈ T und beliebigena, b ∈ R.

Die Bilinearformβ(U, V ) heißtsymmetrisch, falls folgende Gleichung gilt:

β(U, V ) = β(V, U) ∀U, V ∈ T . (1.33)

Die zuβ(U, V ) assoziierte quadratische Formβ(U,U) bezeichnet man auch wieder
mit β(U) = β(U,U).

Man nenntβ positiv definit, wenn gilt

0 6= U ∈ T impliziert β(U) = β(U,U) > 0 .
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Beispiel 1.23AufRn ist das Euklidische Skalarprodukt eine symmetrische Bilinearform

β(X, Y ) := X · Y =
n∑

j=1

xjyj , X = (x1, . . . , xn)⊤ ∈ R
n, Y = (y1, . . . , yn)⊤ ∈ R

n

und die assoziierte quadratische Form ist positiv definit weil β(X,X) = |X|2 > 0 für
beliebigeR

n ∋ X 6= 0.

Beispiel 1.24 IstA : Rn → Rn,A =
[
ajk

]
n×n

, ein linearer Operator, so ist

βA(X, Y ) := AX · Y =
n∑

j=1

n∑

k=1

ajkxkyj (1.34)

eine bilineare Form. Ist der OperatorA symmetrisch

A = A⊤ d.h., ajk = akj , j, k = 1, . . . , n) , (1.35)

so ist die assoziierte quadratische Form auch symmetrisch

βA(X, Y ) := AX · Y = X · AY = AY ·X = βA(Y,X) . (1.36)

Lemma 1.25 Es seiβ : T × T → R eine Bilinearform auf dem VektorraumT . Weiterhin
bezeichne

{
ej

}n

j=1
eine fixierte Basis vonT .

Dann existiert ein linearer OperatorG : R
n → R

n, G =
[
gjk

]
n×n

, wobei gjk =

β(ej , ek), so dass gilt

β(U, V ) = GU · V =
n∑

j=1

n∑

k=1

gjku
kvj , (1.37)

wobeiU =
∑n

j=1 u
jej, V =

∑n
j=1 v

jej.

Insbesondere istG symmetrischgjk = gkj, wennβ symmetrisch ist.

Beweis: Durch Einsetzen vonU =
∑n

j=1 u
jej undV =

∑n
j=1 v

jej in β(U, V ) wegen der
Bilinearität vonβ(U, V ) folgt die Darstellung (1.37) mitgjk = β(ej, ek) unmittelbar.

Fallsβ(U, V ) symmetrish ist, ist die Symmetrie von die Matrix des Basiswechselsgjk =
gkj auch offensichtlich:gjk = β(ej, ek) = β(ek, ej) = gkj.

Was passiert mit der Bilinearform beim Basiswechsel?

Dazu seienE := {ej}n
j=1 undF := {fj}n

j=1 zwei geordnete Basen vonT undAE,F =[
ak

j

]
n×n

sei die Matrix des Basiswechsels (vgl. (1.30)). Ist dannB =
[
bjk
]
n×n

mit bjk :=

β(fk, fj) die Fundamentalmatrix der Bilinearformβ bezüglichF := {fj}n
j=1 und istG =
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[
gjk

]
n×n

mit gjk := β(ek, ej) die Fundamentalmatrix der Bilinearformβ bezüglichE :=

{ej}n
j=1, so erhalten wir

bjk = β(fj, fk) = β

(
n∑

ℓ=1

aj
ℓeℓ,

n∑

m=1

ak
mem

)

=
n∑

ℓ,m=1

aj
ℓa

k
mβ
(
eℓ, em

)
=

n∑

ℓ,m=1

glma
ℓ
ja

m
k .

Mit anderen Worten: es gilt
B = AE,FGA

⊤
E,F (1.38)

und, falls die Bilinearformβ symmetrisch ist, istB auch symmetrisch:

B⊤ =
[
AE,FGA

⊤
E,F

]⊤
=
[
A

⊤
E,F

]⊤
G⊤

A
⊤

E,F = AE,FGA
⊤

E,F = B . (1.39)

Es seien nun zwei VektorräumeS und T gegeben, sowie eine lineare AbbildungL :
S → T . βT sei eine symmetrische Bilinearform aufT . Diese liefert eine symmetrische
BilinearformβS aufS mittels

βS(U, V ) := βT (LU,LV ) .

Man nenntβS die durchL von βT induzierte Bilinearform . Ist L injektiv undβT positiv
definit, so ist auchβS positiv definit:

0 6= U ∈ S =⇒ 0 6= LU , βS(U,U) = βT (LU,LU) > 0 . (1.40)

1.7 VEKTORPRODUKT INR
n

Definition 1.26 Vektorprodukt (oder auchKreuzprodukt ) Für u, v ∈ R3 sei der eindeutig
bestimmte Vektoru× v ∈ R3, der durch die folgende Eigenschaft charakterisiert ist:

(u× v) · w = det
[
u, v, w

]
:= det



u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3


 für alle w ∈ R

3 . (1.41)

Dabei sind die Vektorenu, v, w bez̈uglich der kanonischen Basis dargestellt, also

u =

3∑

j=1

ujej , v =

3∑

j=1

vjej , w =

3∑

j=1

wjej . (1.42)

Oft schreibt man auch
u ∧ v statt u× v . (1.43)
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Wenden wir die Cramersche Regel auf (1.41) an, so folgt

u× v = det

[
u2 v2

u3 v3

]
e1 − det

[
u1 v1

u3 v3

]
e2 + det

[
u1 v1

u2 v2

]
e3

=

(
det

[
u2 v2

u3 v3

]
,−det

[
u1 v1

u3 v3

]
, det

[
u1 v1

u2 v2

])⊤

=

(
3∑

j,k=1

σ(1, j, k)ujvk,

3∑

j,k=1

σ(2, j, k)ujvk

3∑

j,k=1

σ(3, j, k)ujvk

)⊤

, (1.44)

wobei entwederσ(i, j, k) = 1 oderσ(i, j, k) = −1, je nachdem, ob(i, j, k) eine gerade oder
oder ungerade Permutation von(1, 2, 3) darstellt.

Für die Spezielle Wahle1, e2, e3 (siehe (1.27)), erhalten wir aus (1.44) die folgenden
Regeln:

e1 × e2 = e3 , e1 × e3 = −e2 , e2 × e3 = e1 ,

e2 × e1 = −e3 , e3 × e1 = e2 , e3 × e2 = −e1 .
(1.45)

Die Eigenschaften der Determinante implizieren folgende Eigenschaften des Vektorpro-
duktes:

V.1. Bilinearität :

u× (c v + dw) = c u× v + d u× w, und (c u+ dw) × v = c u× v + dw× v

für beliebige Vektorenu, v, w ∈ R3 und beliebige Konstantenc, d ∈ R .

V.2. Antikommutativität: u× v = −v × u.

V.3. u× v = 0 ⇐⇒ u, v sind linear abhängig.

V.4. Orthogonalität: (u× v) · u = (u× v) · v = 0.

(1.46)

h = v sin θ

θ

v

0
u

0 e2

e3

e1

Positiv orientierte Basis
{
e1, e2, e3

}

Fig. 1.21 Fig. 1.22
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Lemma 1.27 Es seix, y, u, v ∈ R3, c, d ∈ R.

i. Angenommen die Vektorenu undv sind linear unabḧangig, bildet das System{
u, v, u× v

}
eine positiv orientierte Basis inR3.

ii. (u× v, x× y) = (u× v) · (x× y) = det

[
u · x v · x
u · y v · y

]
.

iii. |u× v| = |u||v| sin θ = Au,v , wobeiθ den Winkel zwischenu undv (vgl. (1.19)) und
Au,v den Fl̈acheninhalt des von u, v aufgespannten Parallelogramms bezeichnet (vgl.
Fig. 1.21).

iv. Das Vektorprodukt ist im Allgemein nicht assoziativ:(u × v) × w 6= u × (v × w) für
gewisseu, v, w ∈ R3.

v. Für zwei Raumkurven, also zwei Abbildungen

αj = (α1
j , α

2
j , α

3
j )

⊤ : I → R
n , αj ∈ C

1(I) , j = 1, 2

eines offenen IntervallsI = (a, b) ⊂ R in R3 (vgl. Definition 2.1 in§ 2.1), gilt die
Produktregel

d

dt

[
α1(t) × α2(t)

]
= α′

1(t) × α2(t) + α1(t) × α′
2(t) . (1.47)

vi. Falls drei Vektorenu1, u2, u3 ∈ R3 als lineare Kombinationen der Vektorenv1, v2, v3 ∈
R3 dargestellt sind

uj =

3∑

k=1

ajkvk , A := [ajk]3×3 ,

so gilt
u1 × u2 × u3 = detA

(
v1 × v2 × v3

)
. (1.48)

vii. u× v ist orthogonal zu derjenigen Ebene, die von linear unabhängige Vektorenu und
v aufgespannt wird.

Beweis. (i.) Fallsu, v linear unabhängig sind,

(u× v)(u× v) = |u× v|2 > 0

(vgl. V.3) und, gemäß Definition (1.41),

0 < |u× v|2 = (u× v, u× v) = det
[
u, v, u× v

]
.

Damit ist
{
u, v, u× v

}
eine positiv orientierte Basis (vgl. Definition 1.21).

(ii.) Wegen der Bilinearität des Vektorprodukts reicht esaus, die Identität für die kano-
nische Basis zu überprüfen. Für die Basisvektorene1, e2, e3 folgt der Beweis unmittelbar mit
Hilfe der Gleichungen (1.28) und (1.45).
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(iii.) Aus (ii.) und (1.20) folgt (siehe Fig. 1.21):

|u× v|2 = det

[
u · u u · v
u · v v · v

]
= |u|2||v|2 − u · v

= |u|2|v|2(1 − cos2 θ) = |u|2|v|2 sin2 θ = A2
u,v . (1.49)

(iv.) Aus (1.45) folgt

(e1 × e3) × e3 = −e2 × e3 = −e1 ,

aber
e1 × (e3 × e3) = e1 × 0 = 0

und damit(e1 × e3) × e3 6= e1 × (e3 × e3).

(v.) Ist offenbar.

(vi.) Wegen der Bilinearität des Kreuzproduktes gilt

u1 × u2 × u3 =

3∑

j=1

a1jvj ×
3∑

k=1

a2kvk ×
3∑

m=1

a3mvm

=
3∑

j,k,m=1

a1ja2ka3m

(
vj × vk × vm

)
.

Andererseits folgt aus der Antikommutativitätseigenschaft V.2 vj × vk = −vk × vj und,
allgemein,

vj × vk × vm = σ(j, k,m)v1 × v2 × v3

wobei das Vorzeichenσ(j, k,m) = −+1 in (1.44) definiert ist.

Daraus folgt:

u1 × u2 × u3 =
3∑

j,k,m=1

σ(j, k,m)a1ja2ka3m

(
v1 × v2 × v3

)
= detA

(
v1 × v2 × v3

)
.

(vii.) Folgt ummittelbar aus Eigenschaft V.5 in (1.46).

1.8 HILFSMATERIAL

In diesem Anschnitt werden wir einige Hilfssätze formulieren die später verwendet werden.
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A. Differenzierbarkeit

Definition 1.28 Eine stetige Abbildung

F : Ω → R
m , Ω ⊂ R

k (1.50)

heißtdifferenzierbar , wenn die Gleichung

F (x+ h) = F (x) + JxF (x) · h+ O(|h|) (1.51)

für gewisse lineare AbbildungenJxF : Rk → Rm und beliebige Vektorenx, x + h ∈ Ω,
h ∈ Rk gilt.

Die NotationR(h) = O(hk) bedeutet, dasslimh→0 h
−kR(h) = 0.

Die lineare Abbildung

JxF (x) =

[
∂Fl

∂xj

]

m×k

: R
k → R

m (1.52)

heißtJakobi Matrix , ihre DeterminanteJakobian vonF . Der Rang der Jakobi MatrixJxF
heißt derRang der Abbildung F . HatF maximalen Rang, so ist (1.50)injektiv fallsk ≤ m
undsurjektiv falls k ≥ m.

Für eine skalare FunktionF ∈ C1, die von mehreren Veränderlichen abhängt, ist die
Jakobi Matrix von der Größe1 × k

JxF (x) =

(
∂F

∂x1
, . . . ,

∂F

∂xk

)⊤

= ∇F , (1.53)

das heißt die Matrix ist in diesem Fall ein Vektor, derGradient vonF .

B. Satz über implizite Funktion

Die Funktion heißtimplizit gegeben, wenn sie durch die Gleichung

F (x, y) = 0 , x ∈ U1 ⊂ R
k , y ∈ U2 ⊂ R

m (1.54)

gegeben ist. Der Satz über implizite Funktion beleuchtet folgendes Problem: Unten wel-
chen Bedingung existiert die Funktiony = f(x) (oderx = g(y)), so dass die Gleichung
F (x, f(x)) ≡ 0 für allex ∈ V1 ⊂ U1 erfüllt ist (oder die entsprechende GleichungF (g(y), y)
≡ 0 für alley ∈ V2 ⊂ U2 gilt).

Satz 1.29 (̈Uber implizite Funktion). Es seiU1 ⊂ Rk, U2 ⊂ Rm und die Abbildung

F : U1 × U2 → R
m (1.55)
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stetig differenzierbarF ∈ C1(U1×U2). WennF (x0, y0) = 0 für das gegebene Paarx0 ∈ U1,

y0 ∈ U2 erfüllt ist und die quadratische Matrix
∂F (x0, ·)

∂y

∣∣∣∣
y=y0

=

[
∂Fl(x0, ·)
∂yj

∣∣∣∣
y=y0

]

m×m

invertierbar ist, dann existiert eine UmgebungV1 ⊂ U1 vonx0 und eine Abbildung

g : V1 → U2 (1.56)

mit der EigenschaftF (x, g(x)) ≡ 0 für alle x ∈ V1.

Wir haben nur den SpezialfalldimU2 = m betrachtet, denn dieser reicht für unsere
Anwendungen aus.

Außerdem haben wir den Satz nur lokal formuliert (beachte die Einschränkung
”
Um-

gebung vonx0“). Die globale Situation ist viel schwieriger zu beschreiben (betrachte das
Beispielx2 + y2 = 1, x, y ∈ R) und wird in dieser Vorlesung nicht betrachtet.

Korollar 1.30 (Über Umkehrabbildung). SeiV ⊂ Rm und die Abbildung

f : V → R
m (1.57)

stetig differenzierbarf ∈ C1(V ). Wenn die Jakobi Matrix vonf nicht entartet ist (also wenn
sie invertierbar ist)

det Jxf(x0) 6= 0 , x0 ∈ U ,

dann existiert eine UmgebungU ⊂ V vonx0, in der die Funktionf : U → W = f(V )
einen Diffeomorphismus darstellt. Anders formuliert: es existiert die inverse Abbildungf−1 :
W → U , f(f−1(y)) ≡ y für alle y ∈ W , diese ist auch stetig differenzierbar, alsof−1 ∈
C1(W ).

Beweis:Betrachte die Funktion

F (x, y) := y − f(x) , F : Z × V → R
m , Z := f(V ) ⊂ R

m .

Weil der entschprechende Jakobian

∂F (·, y0)

∂x

∣∣∣∣
x=x0

=

[
∂Fl(·, y0)

∂xj

∣∣∣∣
x=x0

]

m×m

= Jxf(x0) 6= 0 , y0 := f(x0),

nicht entartet ist, existiert nach Satz 1.29 die implizite Funktionx = f−1(y), f−1 : W → U ,
mit der Eigenschaft:F (f−1(y), y) = y − f(f−1(y)) ≡ 0.

C. Gewöhnliche Differentialgleichung

Es seienΩ ⊆ R × Cn+1 mit n ∈ N undf : Ω → C, dann heißt:

f(x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)) = 0 (1.58)
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einegewöhnliche Differentialgleichungn-ter Ordnung.

Ihre Lösungen sindn-mal differenzierbare Funktionen, die von einer Variablenabhängen
und die DGL auf einem zu bestimmenden IntervallI erfüllen.

Kann die Differentialgleichung nach der höchsten vorkommenden Ableitung aufgelöst
werden und hat somit die Form:

y(n) = F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) (1.59)

(siehe Satz 1.29) so heißt sieexplizit, andernfallsimplizit .

Die Lösung einer Differentialgleichung ist immer eine Funktion (oder im Falle eines
Systems von Differentialgleichungen mehrere Funktionen). Es ist jedoch nicht jede Diffe-
rentialgleichung lösbar, es gibt allerdings einige Kriterien, anhand derer man Lösbarkeit er-
kennen kann. Ferner reicht die Differentialgleichung allein im Allgemeinen nicht aus, um
die Funktion eindeutig zu bestimmen. Die allgemeine Lösung einer gewöhnlichen Differen-
tialgleichungn-ter Ordnung hat im Allgemeinenn freie Parameter.

Beispielsweise werden alle schwingenden Pendel durch eineDifferentialgleichung be-
schrieben, und der generelle Bewegungsablauf folgt immer dem gleichen Prinzip. Der kon-
krete Bewegungsablauf ist jedoch durch die Rand- oder Anfangsbedingung(en) (wann wur-
de das Pendel angestoen, und wie weit) bestimmt. Die Lösbarkeit von Anfangswertproble-
men bei gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnungwird durch den Satz vonPicard-
Lindel öf beschrieben. Nur wenige Typen von Differentialgleichungen lassen sich analytisch
lösen. Insbesondere können partielle Differentialgleichungen oft nur mit numerischen Me-
thoden approximiert werden.

Gegeben sei eine Differentialgleichungy′(x) = F (x, y(x)) auf einem Intervall[a, b].
Gesucht sind stetig differenzierbare Funktioneny : [a, b] → R, welche die aus dieser Glei-
chung folgenden Bedingungen an Funktionswert und Wert der Ableitung in jedem Punktx
aus[a, b] erfüllen.

Satz 1.31 (Picard-Lindel̈of). Es sei[a, b] ⊂ R undF : [a, b]×Rn → Rn eine stetige Funk-
tion, welche eine Lipschitz-Bedingung bzgl.y erfüllt. Diese besagt: Es gibt eine Konstante
L > 0, so dass f̈ur jedesx ∈ [a, b] die Ungleichung gilt:

∀y1, y2 ∈ R
n : |F (x, y1) − F (x, y2)| ≤ L · |y1 − y2| . (1.60)

Dann gibt es zu jedemy0 ∈ R
n eine differenzierbare Funktiony : [a, b] → R

n, welche
das Anfangswertproblem

y(a) = y0 und ∀x ∈ (a, b) : y′(x) = F (x, y(x)) (1.61)

eindeutig l̈ost.
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ÜBUNGEN

Übung 1.1 VorausgesetztRn ist durch der BasisE =
{
e1, , . . . , ej , . . . , ek, . . . , en

}
positiv

orientiert,j 6= k, und betrachte der Permutatierte BasisE ′ :=
{
e1, . . . , ek, . . . , ej, . . . , en

}
.

Finden Sie die Matrix des Basiswechsels und beweisen Sie dasdurchE ′ ist Rn negativ
Orientiert .

Übung 1.2 Betrachten Sie zua > 0 undb 6= 0 die Kurve

α : R → R
3 , α(t) = (aet, ae−t, bt) .

a. Skizzieren Sie die Projektionen dieser Kurve auf die(x1, x2), (x1, x3) und die(x2, x3)
Ebene.

b. Skizzieren Sie die Projektionen der Helixβ : R → R3, β(t) = (a cos t, a sin t, bt)
(siehe Beispiel 1.14 ) auf diese Ebenen und vergleichen Sie.

Übung 1.3 Wie im§ 1.3 erẅahnt, ist eineZykloide die Bahnkurve eines Punktes, der starr
mit einem Kreis vom Radiusr > 0 verbunden ist und auf einer Gerade (z.B. sufR) abrollt.

a. Zeigen Sie, dass die Zykloide die Spur der parametrisierten Kurveα(ϑ) = r(ϑ −
sinϑ, 1 − cosϑ) : R 7→ R2 ist, und bestimmen Sie die singulären Punkte vonα.

b. Berechnen Sie die Bogenlänge der Zykloide, die einer vollständigen Rotation der Kreis-
scheibe entspricht.

Übung 1.4 Zeigen Sie:

a. a ∧ (b ∧ c) + b ∧ (c ∧ a) + c ∧ (a ∧ b) = 0 (Jacobi–Identiẗat)
b. a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c⇔ a(b · c) = (a · b)c

Insbesondere ista ∧ (b ∧ a) = (a ∧ b) ∧ a für alle a, b ∈ R
3.

c. (u ∧ v) · (w ∧ z) = u · [v ∧ (w ∧ z)] = (u · w)(v · z) − (u · z)(v · w)

d. (u ∧ v) ∧ (w ∧ z) = [(u ∧ v) · z]w − [(u ∧ v) · w]z

e. u ∧ v 6= 0 ⇒ {u, u ∧ v, u ∧ (u ∧ v)} ist ein positiv orientiertes Orthogonalsystem.
f. (u ∧ v) · w 6= 0 ⇒ {(v ∧ w), (w ∧ u), (u ∧ v)} ist positiv orientiert.

Übung 1.5 Zeigen Sie: das Vektorproduktu×v von Einheitsvektorenu, v ∈ R3, |u| = |v| =
1, die orthogonal sindu · v = 0, ist ein Einheitsvektor wieder|u× v| = 1.

Übung 1.6 Zeigen Sie, dass für die Traktrix giltα : (0, π) → R2 (siehe Beispiel 1.7):

a. Sie ist eine differenzierbare parametrisierte Kurve, die außer an der Stellet = π/2
regulär ist (i.e.,α′(t) 6= 0).

b. Die Länge des Segments der Tangente der Traktrix zwischen ihrem Berührpunktα(t)
und dery-achse ist konstant 1.

c. Beweisen Sie, dass die Formeln(1.2)mit a = 1 und(1.1)die gleiche Kurve darstellen.
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2 KURVENTHEORIE

2.1 GRUNDLEGENDE BEGRIFFE

Definition 2.1 Die Abbildung

α = (α1, . . . , αn)⊤ : I → R
n

eines offenen, oder halb offenen Intervalls inRn I = (a, b) ⊂ R, oderI = [a, b) ⊂ R, nennt
manparametrisierte Kurve , wenn die teilnehmenden Funktionenαj : I → R mindestens
einmal differenzierbar sind für alle j = 1, . . . , n.

Die Spur vonα nennt man die Mengeα(I) ⊂ Rn.

Warnung: Verschiedene Kurven können dieselbe Spur haben (vgl. Beispiel 1.6)!

Die Kurve istm-glatt (oder gehört zu KlasseCm), wenn alle teilnehmenden Funktionen
m-mal stetig differenzierbar sind. Kurven der KlasseC∞ nennt man auch glatte Kurven.

Meistens reicht es Kurven der KlasseC2 zu betrachten.

Kurven, die implizit gegeben sind, also als Lösung des Systems

Fj(x) = 0 , j = 1, 2, . . . , n− 1 , x ∈ Ω ⊂ R
n , (2.1)

wobeiF1, . . . , Fn−1 C
1-glatte Funktionen sind, nennt manImplizite Kurven . Bedingungen,

unter denen die impliziten Kurve explizit darstellbar sind, liefert der Satz über implizite
Funktion 1.29.

Satz 2.2 Die vektorwertige FunktionF =
(
F1, . . . , Fn−1

)⊤
sei stetig differenzierbar, also

Fj ∈ C1(Ω), j = 1, . . . , n−1, und die entschprechende Jakobimatrix habe maximalen Rang
im Punktx0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ∈ Ω. Das heißt:

detJx̄F (x0) 6= 0 (2.2)

für die Teilvariabelx̄ := (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn), 1 ≤ k ≤ n.

Dann existiert ein IntervallIk = [ak, bk] ⊂ R umx0
k (also eine Umgebung vonx0

k) und
Abbildungen

α1, . . . , αk−1, αk+1, . . . αn : I → R (2.3)

mit der Eigenschaft
F (α(t)) ≡ 0 für alle t ∈ Ik ,

wobei
α(t) := (α1(t), . . . , αk−1(t), t, αk+1(t), . . . αn(t))⊤ . (2.4)

Die Abbildung
α : Ik → R

n

(α(t) aus(2.3)) ist die gesuchtelokale Parametrisierungder impliziten Kurve aus(2.1).

Wenn die Bedingung(2.2)global erf̈ullt ist, ist (2.3)eineglobale Parametrisierung.
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Also definiert die skalare FunktionF im Fallen = 2 eine ebene Kurve, vorausgesetzt
ihr Gradient ist nicht entartetJxF (x) = ∇F (x) 6= 0 für allex ∈ U .

Für den Falln = 3 definiert das FunktionenpaarF = (F1, F2)
⊤ eine Raumkurve, vor-

ausgesetzt die2 × 3 Jakobi MatrixJxF (x) hat Rang 2 für allex ∈ U .

Tangente

α(t)

Fig. 2.1

Definition 2.3 Ist α(t) = (α1(t), . . . , αn(t))⊤, so
nennt manα′(t) = (α′

1(t), . . . , α
′
n(t))

⊤ denTan-
gentenvektor oder Geschwindigkeitsvektor der
Kurveα an der Stellet.

Istα : I → R
n eine Kurve,t ∈ I mit α′(t) 6= 0, so

gibt es genau eine Gerade durchα(t), die zuα′(t)
parallel ist, dieTangente:

{
α(t) + sα′(t) : s ∈ R

}
.

Ist t ∈ I und α′(t) = 0, so nennt mant einen
singulären Punkt vonα.

Definition 2.4 Eine Kurveα : I → Rn heißtregulär, falls α′(t) 6= 0 für alle t ∈ I, d.h.
falls α keine singul̈aren Punkte hat.

Bemerkung 2.5 In regulären Punkten sieht die Kurve lokal aus wie die Tangente.

Beispiel 2.6 Neil’sche Parabel:α(t) = (t2, t3)⊤. Der Punktt = 0 ist singul̈ar: α′(0) =
(0, 0)⊤ (vgl. Fig. 2.3).

0

-8

8

4

-4

40 31 2

Neil’sche Parabel:y2 − x3 = 0 Kurven(t3, t3)⊤ und(t, t)⊤

Fig. 2.2

Beispiel 2.7 Ungünstige Parametrisierung:α(t) = (t3, t3)⊤ hat eine Singulariẗat α′(0) =
(0, 0)⊤. Aber die Kurveβ(t) = (t, t)⊤ hat die gleiche Spur und istüberall regul̈ar: β ′(t) ≡
(1, 1)⊤ 6= 0.
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WIR VEREINBAREN : Im folgenden betrachten wir nurreguläre Kurven.

Es seiα : I → Rn eine reguläre Kurve undt0 ∈ I. Dann heißt die Funktions : I → R,
die durch das Integral

s(t) :=

∫ t

t0

|α′(τ)| dτ (2.5)

definiert ist, dieBogenl̈angevonα bzgl.t0. Die Bogenlänges(t) misst die Länge des Weges,
den der Punktα(τ) zurücklegt, wennτ von t0 nacht wandert.

Fig. 2.3

Eine Approximation mit Polygonzügen zeigt, dass
diese Definition mit der geometrischen Vorstellung
von Länge verträglich ist:

L
(
α
∣∣
[t0,t]

)
:= sup

{ k∑

j=1

|α(tj) − α(tj−1)|

: t0 < t1 < . . . < tk = t Zerlegung von [t0, t]
}
.

Wegen der Dreiecksungleichung wird eine solche
Summe bei Verfeinerung einer Zerlegung nicht klei-
ner, deshalb “sup”.

Angenommenα ∈ C2, dann ist offenbars ∈ C1 mit s′(t) = |α′(t)| > 0 (Regularität),
so dasss eine Umkehrfunktionϕ = ϕ(s) ∈ C1 besitzt (vgl. Korollar 1.30). Dann gilt
s(ϕ(t)) ≡ t unds′(ϕ(t))ϕ′(t) = 1. Fürβ(s) := α

(
ϕ(s)

)
leiten wir ab:

β ′(s) = α′
(
ϕ(s)

)
ϕ′(s) =

α′
(
ϕ(s)

)

s′
(
ϕ(s)

) =
α′
(
ϕ(s)

)

|α′
(
ϕ(s)

)
| ,

da s′(t) = |α(t)|, wegen (2.5). D.h.|β ′(s)| = 1. Damit haben wir die Kurveα auf die
Bogenl̈ange umparametrisiert, mit anderen Worten die Kompositionβ = α ◦ ϕ ist nach
Bogenl̈ange parametrisiert.

Korollar 2.8 . Jede regul̈are Kurveα : I → Rn, α ∈ C1(I) kann nach Bogenlänge para-
metrisiert werden: IstI = [a, b] ⊂ R unds(t) die Bogenl̈ange vonα bzgl.a für t ∈ [a, b], so
existiert eine Umkehrfunktionϕ : [0, L] → I zus, wobeiL = L

(
α
∣∣
[a,b]

)
die Kurvenl̈ange

bezeichnet, undβ := α ◦ ϕ = : [0, L] → R
n, |β ′(s)| ≡ 1.

Definition 2.9 Es seiα : I → Rn eine Kurve, undϕ : J → I stetig differenzierbar,ϕ′ 6= 0.
Dann istβ(τ) := α

(
ϕ(τ)

)
für τ ∈ J eineUmparametrisierung vonα mit Spurα = Spurβ.
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α(t) β(t) = α(−t)

Fig. 2.4

Beispiel 2.10I = (a, b), J = (−b,−a), ϕ(τ) := −τ

α : I → R
n , β : J → R

n mit β(τ) = α
(
ϕ(τ)

)
= α(−τ)

α undβ unterscheiden sich in ihrer Orientierung (siehe Fig. 2.4).

Beispiel 2.11Kreislinie vom RadiusR > 0:

α : [0, 2π) → R2 ,

α(t) := R(cos t, sin t) = Reit .

Umparametrisierung nach der Bogenlänge:

s(t) =

∫ t

0

|α′(τ)| dτ =

∫ t

0

|
√
R2 cos 2τ +R2 sin2 τ dτ = Rt ⇒ t =

s

R
.

Dann

αR(s) = α
( s
R

)
,

αR : [0, 2πR) → R2 , αR(s) := R
(
cos

s

R
, sin

s

R

)⊤
= Reis/R .

(2.6)

oder, als periodische Funktion,
αR : R → R

2 .

2.2 LOKALE KURVENTHEORIE IM R3

Definition 2.12 Es seiI ⊂ R ein Intervall undα : I → R3, α ∈ C2(I), eine nach der
Bogenl̈ange parametrisierte Kurve; dann nennt man

κ(s) := |α′′(s)| = |t′(s)| (2.7)

dieKrümmung vonα in s (English:curvature).
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Erl äuterung: Die Krümmung beschreibtnicht dieÄnderung des Tangentenvektors, also
nichtα′′(t), sonderndie Änderung des Einheitstangentenvektors. Für eine nach Bogenlänge
parametrisierte Kurve

α : I → R
3

ist die Ableitungα′(s) der Einheitstangentenvektor im Punktt = α(s).

Beispiel 2.13Seiα eine Geradeα(s) = su+ v mit |u| = 1 (die letzte Bediengung gewähr-
leistet die Parametrisierung nach Bogenlänge). Daraus folgtα′(s) = u, α′′(s) ≡ 0 und
weiterκGerade ≡ 0.

Ist umgekehrtκ(s) = |α′′(s)| ≡ 0 für alle s ∈ I, soα′′(s) ≡ 0, dannα′(s) ≡ u0,
|u0| = 1, undα(s) = su0 + v, v ∈ R3. Also ist Spurα Teil einer Geraden.

Beispiel 2.14Für die in umgekehrter Richtung durchlaufene Kurveα−(s) := α(−s) erhält
man

α′
−(s) = −α′(−s) , also |α′

−(s)| = |α′(−s)| ≡ 1 ,

und
β ′′(s) = α′′(−s) , also κα

−

(s) = κα(−s) .

Ist κ(s) 6= 0, so istn(s) := α′′(s)/|α′′(s)| wohldefiniert. Aus|α′(s)|2 ≡ 1 folgt weiter

0 =
d

ds

(
|α′(s)|2

)
= 2α′(s) · α′′(s) , (2.8)

d.h.α′′(s) und somit auchn(s) stehen senkrecht aufα′(s).

Definition 2.15 Man schreibtt(s) für den Einheitstangentenvektorα′(s) und

nennt n(s) =
t′(s)

|t′(s)| =
t′(s)

κ(s)
denNormalenvektor (2.9)

(vgl. (2.7)) oder denHauptnormalenvektor.

Die vont(s) undn(s) aufgespannte Ebene heißtSchmiegebenein s (Engl.:occulating
plane).

Punktes, in denen die Kr̈ummung verschwindet, alsoκ(s) = 0, oder auchα′′(s) = 0,
nennt mansinguläre Punkte der Ordnung 1.

In singulären Punkten der Ordnung 1 gibt eskeine Schmiegebene, weil es keinen Nor-
malenvektor gibt.

WIR VEREINBAREN:

Im folgenden κ(s) 6= 0 . (2.10)
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Offenbar gilt (vgl. (2.9)):

t′(s) = α′′(s) = κ(s)n(s) (2.11)

Der Vektor

b(s) = t(s) × n(s) , (2.12)

wegen der Orthogonalitätt(s) ⊥ n(s) (oder:t(s) ·n(s) ≡ 0) ist derBinormalenvektor b(s)
ebenfalls ein Einheitsvektor (vgl.̈Ubung 1.5).b(s) steht senkrecht auf der Schmiegebene.
Also wird durch|b′(s)| die Änderungsrate der Schmiegebene gemessen.

Weiter gilt: wegen|b(s)|2 = 1 gilt für die Ableitungb(s) · b′(s) = 0 und

b′(s) = [t(s) × n(s)]′ = t′(s) × n(s) + t(s) × n′(s) = t(s) × n′(s)

weil t′(s)×n(s) = κ(s)n(s)×n(s) = 0 (vgl. (2.11) und (1.46), Satz V.3). Also,b(s) ⊥ b′(s)
undt(s) ⊥ b′(s), d.h.

b′(s) =: τα(s)n(s) (2.13)

und (vgl. Fig. 2.5)

{
t(s), n(s), b(s)

}
bildet eineorthonormale Basisim R

3 . (2.14)

Definition 2.16 Es seiα : I → R3 mit |α′(s)| ≡ 1 undα′′(s) 6= 0 für s ∈ I. Dann nennt
manτα(s), definiert durch(2.13), dieTorsion vonα beis.

Merke dassκα ≥ 0, aberτ ∈ R. Die geometrische Bedeutung der Torsion lüftet der
folgende Satz.

Lemma 2.17 Die Spurα ist flach (d.h.,Spurα ⊂Ebene) dann und nur dann, wennτα(s) =
0 für alle s ∈ I (oderäquivalent dann und nur dann, wennb(s) ≡const).

Beweis. Liegt die Spur der Kurveα in einer Ebene, z.B.α(s) = (α1(s), α2(s), 0)⊤, so folgt

t(s) = (α′
1(s), α

′
2(s), 0)

⊤
, κα(s)n(s) = t′(s) = (α′′

1(s), α
′′
2(s), 0)

⊤
,

so dass

b(s) = t(s) ×α n(s) =
1

κα(s)
(0, 0, α′

1(s)α
′′
2(s) − α′

2(s)α
′′
1(s))

⊤
.

Dannb1(s) ≡ b2(s) ≡ 0 und wir berechnen

b3(s) =
α′

1(s)α
′′
2(s) − α′

2(s)α
′′
1(s)

κα(s)
≡ −+1 ,
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Aus Stetigkeitsgründen ist die Schmiegebene der ganzeR2 ed gilt

b(s) ≡ e3 oder b(s) ≡ −e3

für alles. Also ist die Torsionτα(s) ≡ 0.

Umgekehrt seiτα(s) ≡ 0 (undκα(s) 6= 0!). Dann istb(s) ≡ b0, und

(α(s) · b0)′ = α′(s) · b0 = t(s) · b0 ≡ 0 .

Damit istα(s) · b0=const, d.h. Spurα ⊂Ebene⊥ b0.

Lemma 2.18 Die Torsion ist invariant unten Orientierungsänderung:τα
−

(s) = τα(s) wobei
α−(s) := α(−s).

Beweis. In der Tat:

bα
−

(s) = tα
−

(s) × nα
−

(s) = −tα(−s) × nα(−s) = −bα(−s) ,

so dass

b′α
−

(s) = τα
−

(s)nα
−

(s) = b′α(−s) = τα(−s)nα(−s) = τα(−s)nα
−

(s)

und es folgtτα
−

(s) = τα(s).

Definition 2.19 Die BasisF (s) :=
{
t(s), n(s), b(s)

}
heißtFrenet’sches Dreibein(beglei-

tendes Dreibein) im Punkts.

Lemma 2.20 Das Frenet’sche (begleitende) DreibeinF (s) = {t(s), n(s), b(s)} einer re-
gulären Kurveα : I → R3 ist eine orthonormierte positiv orientierte Basis imR3 für alle
s ∈ I.

Beweis. Es fehlt nur die positive Orientiertheit zu beweisen (vgl.(2.14)). Diese folgt gemäß
der Definition des Binormalenvektorsb(s) (vgl. (2.12)) aus Lemma 1.27.i:

0 < |t(s) × n(s)|2 = (t(s) × t(s), t(s) × t(s)) = det
[
t(s), n(s), t(s) × n(s)

]
. QED

Wir haben die Ableitungent′(s) und b′(s) berechnet (vgl. (2.11) und (2.13)). Es fehlt
noch die Ableitungn′(s): ausn = b× t folgt

n′ = b′ × t+ b× t′ = τ(n× t) + κ(b× n) = −τb− κt . (2.15)

Die Frenet’schen Formelnfolgen aus (2.11), (2.13) und (2.15), sie lauten:
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b(s)

s
Spurα n(s)

t(s)

Das Frenet’sches Dreibein

Fig. 2.5





t′(s) = κ(s)n(s) ,

n′(s) = −τ(s)b(s) − κ(s)t(s) ,

b′(s) = τ(s)n(s) .

(2.16)

Die tb-Ebene nennt man dierektifizierende
Ebene.
Die nb-Ebene nennt man dieNormalebene.
Die Hauptnormale ist die Gerade durchα in
Richtung des Vektorsn.
Und wir erinnern nochmal an die schon
eingeführte Bezeichnung dertn-Ebene: die
Schmiegebene.
Mit Binormale wird die Gerade durchα in
Richtung des Vektorsb bezeichnet.

Der WertR :=
1

κ
heißtKrümmungsradius

(Krümmungskreis)

Dass Gleichungsystem (2.16) nimmt die folgende Gestallt an

F ′(s) = F(s)F (s) , F (s) :=




t(s)

n(s)

b(s)


 , F(s) :=




0 κ(s) 0

−κ(s) 0 −τ(s)
0 τ(s) 0


 , (2.17)

wobeiF eine antisymmetrische MatrixF⊤ = −F ist.

Für ebene Kurven ist es m̈oglich eine orientierte Krümmung einzuführen.

Es seiα : I → R2 eine nach der Bogenlänge parametrisierte reguläre ebeneKurve
(d.h. |α′| ≡ 1). Die kanonische Basis{e1, e2} desR2 liefert die positive Orientierung. Da
t(s) = α′(s) 6= 0, gibt es imR

2 (aber nicht imR
3) genau zwei Einheitsvektoren senkrecht

zu t(s); der (Haupt-)Normalenvektorn(s) sei derjenige von ihnen, so dass(t(s), n(s))⊤ die
positive Orientierung liefert (vgl. Fig. 2.6).

n(s)

t(s)

t(s)

t(s)

n(s)

n(s)

Orientiert positiv Orientiert positiv Orientiert negativ

Fig. 2.6
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n(s)

t(s)

t(s)
n(s)

t′(s)

t′(s)

κ < 0

κ > 0

Fig. 2.7

Definition 2.21 Die orientierte
Krümmung einer nach der Bo-
genl̈ange parametrisiertenebenen
Kurve α : I → R2 an der Stelles
ist die Zahlκ(s) ∈ R, für die gilt
(vgl. Fig. 2.7)

t′(s) = κ(s)n(s) . (2.18)

Bemerkung: Offenbar ist|κ(s)| die zuvor definierte Kr̈ummung.

Für eine Raumkurveα : I → R
3 ist die positive Orientierung des DreibeinsF (s) :=

{t(s), n(s), b(s)} automatisch durch den Vektorb(s) bestimmt (vgl. Lemma 2.20). Denn nur
für flache Kurvenα : I → R2 kann die positive Orientierung von{t(s), n(s)} mit hilfe des
Vektorn(s) bestimmt werden.

Bei Orientierungs änderung wechselt die orientierte Krümmung das Vorzeichen:

α−(s) := α(−s) , α′
−(s) = −α′(−s) = −tα(−s)

deshalb:nα
−

(s) = −nα(−s) sowie t′α
−

(s) = α′′
−(s) = t′α(−s) = κα(−s)nα(−s) =

−κα(−s)nα
−

(s) also:

κα
−

(s) = −κα(−s) . (2.19)

R

n(s)

t(s)

Fig. 2.8

Beispiel 2.22Betrachten wir wieder eine Kreislinie vom
RadiusR > 0 (vgl. Beispiel 2.11), die wie in(2.6) para-
metrisiert ist.
Berechnen wir die Tangente, die Hauptnormale und die
Krümmung:

t(s) = α′
R(s) =

(
− sin

s

R
, cos

s

R

)⊤
= ieis/R ,

n(s) =
(
− cos

s

R
,− sin

s

R

)⊤
= i
(
ieis/R

)
= −eis/R ,

det [t(s), n(s)] = det




− sin
s

R
cos

s

R

− cos
s

R
− sin

s

R


 ≡ 1 > 0 ,

t′(s) = α′′
R(s) =

1

R

(
− cos

s

R
,− sin

s

R

)⊤
=

1

R
n(s) ⇒ κR(s) ≡ 1

R
.
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Lemma 2.23 Seiα : I → R3 eine regul̈are Kurve. Im allgemeinen ist|α′(u)| 6= 1 und
s = s(u) sei dann die Bogenlänge und

β(s) := α(u(s)) , β : J → R
3

die entsprechende Umparametrisierung nach der Bogenlänge.

Dann gilt

κα(u) = κβ(s(u)) =
|α′(u) × α′′(u)|

|α′(u)|3 . (2.20)

für die Krümmung und

τα(u) = −(α′(u) × α′′(u))

|α′(u) × α′′(u)| · α
′′′(u) . (2.21)

für die Torsion.

Beweis. Nach (2.11) istκβ(s) = |β ′′(s)| so dass

(
κβ(s)

)2
=

[
β ′′(s)

]2
=
{[
α′(u(s))u′(s)

]′}2
=

{[
α′(u(s))

|α′(u(s))|

]′}2

=

{ |α′(u(s))|u′(s)α′′(u(s)) − [|α′(u(s))|]′ α′(u(s))

|α′(u(s))|2
}2

(2.22)

weil u(s) monoton ist und deswegen

|β ′(s)| = |α′(u(s))||u′(s)| = 1 ⇒ 0 ≤ u′(s) = |u′(s)| =
1

|α′(u(s))| . (2.23)

Andererseits

(
|α′(u(s))|

)′
=

[
α′(u(s)) · α′(u(s))

|α′(u(s))|

]′
= 2

α′′(u(s)) · α′(u(s))

|α′(u(s))| u′(s) −
(
|α′(u(s))|

)′

und mit (2.23) folgt:

(
|α′(u(s))|

)′
=
α′′(u(s)) · α′(u(s))

|α′(u(s))| u′(s) =
α′′(u(s)) · α′(u(s))

|α′(u(s))|2 . (2.24)
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Mit hilfe der Gleichungen (2.23) und (2.24) setzen wir (2.22) fort:

(
κβ(s)

)2
=

{ |α′(u(s))|u′(s)α′′(u(s)) − [|α′(u(s))|]′ α′(u(s))

|α′(u(s))|2
}2

=

{
|α′(u(s))|2α′′(u(s)) −

[
α′′(u(s)) · α′(u(s))

]
α′(u(s))

|α′(u(s))|4

}2

=
|α′′(u(s))|2
|α′(u(s))|4 − 2

(
α′′(u(s)) · α′(u(s))

)2

|α′(u(s))|6 +

(
α′′(u(s)) · α′(u(s))

)2

|α′(u(s))|6

=
|α′′(u(s))|2|α′(u(s))|2 −

(
α′′(u(s) · α′(u(s))

)2

|α′(u(s))|6 ,

=
|α′′(u(s)) × α′(u(s))|2

|α′(u(s))|6

(ähnliche Rechnung (1.49)) und wir erhalten die Formel (2.20).

Für die Torsion erhalten wir mitb′ = τβn

τα(u) = τβ (s(u)) = n(s) ·
[
τβ (s(u))n(s)

]
= n(s) · b′(s)

und mitb(s) = t(s) × n(s), t′s) = κ(s)(n(s)

b′(s) = t′(s) × n(s) + t(s) × n′(s) = κ(s) (n(s) × n(s)) + t(s) × n′(s)

= t(s) × n′(s) .

Dann

τα(u) = n(s) · b′(s) = n(s) · [t(s) × n′(s)] = det [t(s), n′(s), n(s)]

= det

[
β ′(s),

[
β ′′(s)

κ(s)

]′
,
β ′′(s)

κ(s)

]

=
det [β ′(s), β ′′′(s), β ′′(s)]

κ2(s)
+ det

[
β ′(s),− κ′(s)

κ2(s)
β ′′(s),

1

κ(s)
β ′′(s)

]

=
det [β ′(s), β ′′′(s), β ′′(s)]

κ2(s)
= −det [β ′(s), β ′′(s), β ′′′(s)]

κ2(s)
,

weil det [β ′(s), a(s)β ′′(s), b(s)β ′′(s)] = 0 für beliebige stetige Funktionena(s) und b(s).
Mit

β ′ =
α′

|α′| , β ′′ = − α′′

|α′| + (· · · )α′ , β ′′′ =
α′′′

|α′| + (· · · )α′′ + (· · · )α′

folgt dann, mit hilfe (1.41) und (2.20),

τα(u) =
det (α′(u), α′′(u), α′′′(u))

κ2(u)|α′(u)|3 = −(α′(u) × α′′(u))

|α′(u) × α′′(u)| · α
′′′(u) .

und Formel (2.21) ist bewiesen.
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Korollar 2.24 Als Spezialfall erḧalt man mit der richtigen Vorzeichenauswahl für eine re-
guläre ebene Kurveα(u) =

(
x(u), y(u)

)⊤
=
(
x(u), y(u), 0

)⊤
die folgende Formel für ori-

entierte Kr̈ummung:

κα(u) =
x′(u)y′′(u) − x′′(u)y′(u)
[(
x′(u)

)2
+
(
y′(u)

)2]3/2
. (2.25)

Insbesondere gilt im Fall eines Graphenα(u) =
(
u, f(u)

)⊤
über derx-Achse:

κf (u) =
f ′′(u)

[
1 +

(
f ′(u)

)2]3/2
. (2.26)

Für eine ebene Kurve in Polarkoordinatenα(θ) = ρ(θ)
(
cos θ, sin θ

)⊤
ergibt sich:

κρ =
2(ρ′)2 − ρρ′′ + ρ2

[
(ρ′)2 + ρ2

]3/2
. (2.27)

Um den nächsten Satz zu formulieren brauchen wir einen neuen Begriff.

Definition 2.25 Die lineare Transformation

F (x) = Sx+ c , F : R
n → R

n

heißteigentliche Bewegung(rigid motion im Englischen) wennc ∈ Rn konstant undS ∈
SO(n) eine orthogonale MatrixS⊤ = S−1 ist.

Theorem 2.26 (Fundamentalsatz der lokalen Kurventheorie). Es seiI = [s0, s1] ⊂ R

ein Interval, und die Funktionenκ : I → (0,∞), τ : I → R seien differenzierbar. Dann
gibt es eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve

α : I → R
3 mit κα(s) = κ(s) und τα(s) = τ(s) . (2.28)

Die Kurve ist eindeutig bestimmt vorausgesetzt die Kurve und die orthogonale positiv
orientiertes Dreibein

(
t0, n0, b0)

⊤ im Anfangspunkt sind bestimmt:

α(s0) = α0 t(s0) = t0 , n(s0) = n0 und b(s0) = b0 (2.29)

Die Kurve ist, ohne Anfangsbedingungen(2.29), bis auf eigentliche Bewegungen imR3

eindeutig bestimmt: für ein beliebige nach der Bogenlänge parametrisierte Kurveβ : I →
R3 mit κβ = κ undτβ = τ gilt β = Sα + c, wobeiSx+ c die eigentliche Bewegung ist.
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Beweis: Die Frenetschen Gleichungen (2.16) liefern ein lineares System von gewöhnlichen
Differentialgleichungen aufI × R

9 = I × (R3 × R
3 × R

3):

ξ′i(s) = fi(s, ξ) , i = 1, . . . , 9 (2.30)

angenommenξ := (ξ1, . . . , ξ9)
⊤,

t = (ξ1, ξ2, ξ3)
⊤ , n = (ξ4, ξ5, ξ6)

⊤ , b = (ξ7, ξ8, ξ9)
⊤ .

Weil Funktionenfi(s, ξ) bezüglich der Variableξ global Lipschitz-stetig sind, liefert der Satz
von Picard-Lindelöf (Satz 1.31) die folgende Aussage: Zu gegebenems0 ∈ I und gegebener
Anfangsbedingungξ0 = ξ(s0) gibt es eine eindeutig bestimmte differenzierbare Abbildung

X : I → R
9 mit X ′(s) = f (s,X(s)) und X(s0) = ξ0 .

Ist ξ0 = (t0, n0, b0) ein gegebenes positiv orientiertes Dreibein (siehe (2.29)), so liefertX
eine Familie von Vektorfunktionen:

X(s) = (t(s), n(s), b(s))⊤ mit t(s0) = t0, , n(s0) = n0 , b(s0) = b0 (2.31)

Als nächstes werden wir beweisen, dass das gelieferte FunktionensystemX(s) ein Drei-
bein ist:

(t(s), n(s), b(s))⊤ bleibt orthonormal für alle s ∈ I , (2.32)

vorausgesetzt es war orthonormal zum Zeitpunkts = s0.

Aus den Frenetschen Gleichungen (2.16) (vgl. System (2.30)) folgt:




(t · n)′ = κ(n · n) − κ(t · t) − τ(t · b) = κ− κ = 0 ,

(t · b)′ = κ(n · b) + τ(t · n) = 0 ,

(n · b)′ = −κ(t · n) − τ(b · b) + τ(n · n) = −τ + τ = 0 ,

(t · t)′ = 2κ(t · n) = 0 ,

(n · n)′ = −2κ(t · n) − 2τ(b · n) = 0 ,

(b · b)′ = 2τ(n · b) = 0 .

(2.33)

Bei (2.33) handelt es sich um ein System linearer gewöhnlicher Differentialgleichungen ers-
ter Ordnung für die sechs Funktionen

η1 := t · n , η2 := t · b , η3 := (n · b) , η4 := |t|2 , η5 := |n|2 , η6 := |b|2

mit den Eigenschaftenη′j(s) ≡ 0 ⇒ η(s) ≡ const,j = 1, 2 . . . , 6 und der Anfangsbedin-
gung

η(s0) = (t0 · n0, t0 · b0, n0 · b0, |t0|2, |n0|2, |b0|2)⊤ = (0, 0, 0, 1, 1, 1)⊤.
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Offenbar gilt dannη(s) = (0, 0, 0, 1, 1, 1)⊤ für alles ∈ I, also die gewünschte Orthonorma-
lität.

Das orthonormale Dreibein(t(s), n(s), b(s))⊤ ist dann auch automatisch positiv orien-
tiert, dadet [t0, n0, b0] = 1 und det [t(s), n(s), b(s)] = −1 aus Stetigkeitsgründen ausge-
schlossen ist (nur/pm1 treten als Werte auf). Nun definiere fürs ∈ I die Kurveα durch

α(s) = α0 +

∫ s

s0

t(λ) dλ (2.34)

und beachte, dassα nach der Bogenlänge parametrisiert ist.

Wegen der ersten drei Differentialgleichungen in (2.30) (vgl. erste Differentialgleichung
in (2.16)) gilt

α′(s) = t(s) , α′′(s) = t′(s) = κ(s)n(s) , (2.35)

also istκα = κ.

Wegen der nächsten drei Differentialgleichungen in (2.30) (vgl. zweite Differentialglei-
chung in (2.16)) und Gleichung (2.35) gilt

α′′′ = κ′n + κn′ = κ′n− κ2t− κτb (2.36)

und, zusammen mit (2.21), (2.35), (2.36),

τα = − α′ × α′′

|α′ × α′′|2 · α′′′ = −(t× κn) · (κ′n− κ2t− κτb)

κ2|t× n|2

=
κ2τ(t× n) · b

κ2
= τb · b = τ .

Damit istα die gesuchte Kurve.

Nun kommen wir zur letzen Aussage, derEindeutigkeit bis auf eigentliche Bewegungen:
Diese folgt aus der Tatsache, dass man zwei positiv orientierte orthonormale Dreibeine mit-
tels eines Elementes aus SO(3) ineinander überführen kann. Der gewünschte Eindeutigkeits-
satz liefert dann die bereits bewiesene Eindeutigkeit von(t, n, b)⊤ mit Anfangsbedingungen
(2.29).

Da manα durch Integration, nämlich mit (2.34), aust gewinnt, können sichα undβ nur
noch um eine Translation voneinander unterscheiden.

Geometrische Interpretation von Torsion, Krümmung usw.

Es seiα : I → R
3, α ∈ C4(I), |α′| ≡ 1, s0 ∈ I κα(s0) = |α′′(s0)| > 0. Eine Taylor-

Entwicklung ums0 = 0 führt auf

α(s) = α(0) + sα′(0) +
1

2
s2α′′(0) +

1

6
s3α′′′(0) +R(s) , R(s) = O(s4) ,
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wobei die NotationR(s) = O(sm) bedeutet, dasslims→0R(s)s−m existiert und beschränkt
ist. Aus

α′(0) = t(0) , α′′(0) = κ(0)n(0)

α′′′(s) = (κn)′(s) = κ′(s)n(s) + κ(s)n′(s) = κ′(s)n(s) − κ2(s)t(s) − κ(s)τ(s)b(s)

folgt mit t = t(0), n = n(0), b = b(0), κ = κ(0) undτ = τ(0)

α(s) − α(0) =

(
s− κ2s3

6

)
t+

(
κs2

2
+
κ′s3

6

)
n− κτs3

6
b+ O(s4) .

Offenbar können wir nach Translation und Drehung annehmen

α(0) = 0 , (t, n, b) = (e1, e2, e3) ,

so dass mitα(s) = (x(s), y(s), z(s))⊤ folgt





x(s) = s− κ2s3

6
+ O(s4) ,

y(s) =
κs2

2
+
κ′s3

6
+ O(s4) ,

z(s) = −κτs
3

6
+ O(s4) ,

R = (Rx, Ry, Rz)
⊤. (2.37)

Man nennt die Darstellung (2.37) dielokale Normalform der Kurveα in einer Umgebung
von s = 0.

Schmiegebene(t, n)

t

b

nt

bn

Normalebene(n, b)Rektifizierende Ebene(t, b)

τ > 0 τ > 0

Fig. 2.9



42 ELEMENTARE DIFFERENTIALGEOMETRIE

Für hinreichend kleine|s| dominieren die Potenzen niedrigster Ordnung, d.h. die Pro-
jektion der Kurveα in die





(x, y) − Ebene ist die Parabel s 7→
(
s,
κs2

2

)
,

(x, z) − Ebene ist die Kubische Hyperbels 7→
(
s,
κτs3

6

)
,

(x, y) − Ebene ist die Neil’sche Parabel s 7→
(
κs2

2
,
κτs3

6

)

(siehe Fig. 2.9).

Korollar 2.27 Ist τ 6= 0, so durchsẗoßt die Kurve ins = 0 die Schmiegebene, für τ > 0
kreuztα die Schmiegebene in Richtung−b, und f̈ur τ < 0 kreuztα die Schmiegebene in
Richtungb (siehe Fig. 2.10).

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der dritten Gleichung des Gleichungssystems
(2.37), weilz(s) an der Stelles = 0 das Vorzeichen wechselt.

τ > 0

n n

tt

b
b

τ < 0

Fig. 2.10

Korollar 2.28 Offenbar gibt es eine NullumgebungJ ⊂ I, so dass die Spurα(J) ganz auf
einer Seite der rektifizierenden Ebene verläuft, n̈amlich auf der, in dien zeigt; nurα(0) ∈
(t, b)-Ebene.

Die Schmiegebene ist die Grenzlage der EbenenT (h) bei h → 0. Hierbei istT (h) die
durchα(s+ h) undt(s) bestimmte Ebene.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der zweiten Gleichung in (2.37), weil in y(s) = n(s)
der Termκs2/2 dominiert.
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Seis = 0,
{
t, n, b

}
=
{
e1, e2, e3

}
. Enthält eine EbeneT die Tangente, alsoe1, so gilt

entwederT =
{
(x, y, z) : y = 0

}
, d.h.T ist die rektifizierende Ebene oderT =

{
(x, y, z) :

z = cy
}

für ein c ∈ R.

Im ersten Fall enthältT aber keine Punkteα(h) mit h 6= 0 (nahe0). Also tritt der zweite
Fall ein. Nun ist die Aussage: die Ebene

{
z = cy

}
enthältα(h) äquivalent zu:

c(h) =
z(h)

y(h)
=

−1
6
κτh3 + · · ·

1
2
κh2 + 1

6
κ′h3 + · · · = −1

6
κτh

1
1
2
κ+ O(h)

= O(h) ,

d.h.c(h) → 0 beih → 0. Also ist die Grenzlage die Ebene
{
z = 0

}
, d.h. die(x, y)-Ebene,

also die Schmiegebene.

Negative Torsionτ < 0 Positive Torsionτ > 0

Fig. 2.11

Beispiel 2.29Berechnen wir die tangentialen, normalen und binormalen Vektoren, sowie
die Krümmung und die Torsion der Helix aus Beispiel 1.14. Die nach Bogenl̈ange parame-
trisierte Helix lautet:

α : [−π, π) → R3 , α(s) =
(
R cos

s

c
, R sin

s

c
, h
s

c

)⊤
, c :=

√
h2 +R2 ,

h > 0 , R > 0 , α′(s) = t(s) =
1

c

(
R sin

s

c
, R cos

s

c
, h
)⊤

,

α′′(s) =
R

c2

(
− cos

s

c
,− sin

s

c
, 0
)⊤

= κ(s)n(s) ,

n(s) :=
(
− cos

s

c
,− sin

s

c
, 0
)⊤

, κ(s) :=
R

c2
,

b(s) = t(s) × n(s) =
1

c

(
h sin

s

c
,−h cos

s

c
, R
)⊤

,

b(s) =
h

c2

(
cos

s

c
, sin

s

c
, 0
)⊤

= τ(s)n(s) , τ(s) = − h

c2
.
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2.3 GLOBALE KURVENTHEORIE

In diesem Abschnitt betrachten wir ebene Kurven mit orientierter Krümmung.

Definition 2.30 Eine (regul̈are) Kurveα : [a, b) → R
n heißtgeschlossen(heißtCk-glatt),

wenn es eine (reguläre) Kurveα̃ : R → Rn gibt (die glatt istα ∈ Ck(R)) mit α̃
∣∣
[a,b)

= α und

α̃ (t+ L) = α̃(t) für L := b− a und allet ∈ R, d.h.α̃ ist periodisch mit PeriodeL = b− a.

Eine geschlossene Kurveα heißt einfach geschlossen, wennα = α̃
∣∣
[a,b)

injektiv ist:

α(t1) 6= α(t2) für a ≤ t1 < t2 < b.

Es ist offensichlich dass eine reguläre Kurveα : [a, b) → Rn dann und nur dannCk-
glatt ist, wenn alle Ableitungen bis zur Ordnungk in ihren Endpunkten übereinstimmen:
α(m)(a) = α(m)(b),m = 1, . . . , k.

Fig. 2.12

Theorem 2.31 Die globlalen Aussagen lauten:

A. Eine Kurveα : I → R3 ist eine Geradeα(t) = at+ b mit den Koeffizientena, b ∈ R

und dem Parametert ∈ R dann und nur dann, wenn sie eine triviale Krümmung
κα(t) ≡ 0 hat.

B. Eine Kurveα : I → R
3 ist flach (ist eine ebene Kurve) dann und nur dann, wenn ihre

Torsionüberall verschwindetτα ≡ 0.

C. Die Spurα einer regul̈aren Kurveα : I → R
3 ist eine Kreislinie oder ein Teil einer

Kreislinie dann und nur dann, wenn ihre Krümmung konstantκα ≡ const 6= 0 und
ihre Torsionüberall trivial τα ≡ 0 ist.

Beweis: Die Aussage A ist offensichtlich: die Behauptung|α′′(t)| ≡ κα(t) ≡ 0 ist
einerseits äquivalent zuα′′(t) ≡ 0 und andererseits äquivalent zu der Aussage, dassα eine
Gerade der Formα(t) = at+ b, a, b ∈ R, t ∈ R ist.

Die Aussage B ist Inhalt des Lemmas 2.17.

Um die Aussage C zu beweisen, bemerken wir, dass die Torsion ¨uberall verschwinden
muss, damitα eine ebene Kurve ist.
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Weiter bemerken wir, dasst′(s) = κ(s)n(s) undn(s) = D900

+ t(s) = it(s) (siehe Fig.
2.12). Deshalb gilt

n′(s) = D900

+ t′(s) = D900

+ [κ(s)n(s)] = −κ(s)t(s) . (2.38)

Also gelten die Frenetsche Formeln auch für ebene Kurven und orientierte Krümmungen.

Betrachten wir die entsprechendeEvolute α(s) +
1

κ(s)
n(s). Fürκ ≡const 6= 0 folgt

d

ds

[
α(s) +

1

κ
n(s)

]
= α′(s) +

1

κ
n′(s) = t(s) +

1

κ
[−κt(s)] ≡ 0 ,

t

−t

n

900

900

p

0

Fig. 2.13 Fig. 2.14

also ist die Evolute eine Konstante:

α(s) +
1

κ
n(s) ≡ P ∈ R

2 und damit
∣∣α(s) − P

∣∣ =
∣∣∣∣
1

κ
n(s)

∣∣∣∣ =
1

|κ| .

Ein weiteres einfaches Beispiel einer globalen Aussage istfolgender Satz.

Theorem 2.32 Ist α : I → R
3 eine regul̈are geschlossene ebene Kurve, so gilt

max max
s∈I

∣∣κα(s)
∣∣ ≥ 2

diam (Spurα)
, (2.39)

wobeidiam(Spurα) := max
s,t∈I

∣∣α(t) − α(s)
∣∣ die Diameter vonSpurα heißt.

Beweis:Zuerst betrachten wir den Fall, dass Spurα kompakt ist und

R := inf
{
r : Spurα ⊂ Kr = Kreis mit Radiusr

}
.

Es seiR der Radius des eindeutig bestimmten Umkreises der Kurveα (siehe Fig. 2.14).
Dann berührtα den Umkreis in mindestens einem Punktp. O.B.d.A. nach geeigneter Dre-
hung und Verschiebung verschieben wirp zu 0 und können nahep = 0 die Kurveα als
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Graphf und der Kreis als Graphg betrachten. Für die Kreisdarstellung gilt sogar mehr: der
untere Halbkreis wird parametrisiert durch

R

p = 0

Fig. 2.15

g(t) = R−
√
R2 − t2 , −R ≤ t ≤ R . (2.40)

Andererseitsf(0) = g(0), f(t) ≥ g(t) lokal |t| < ε
und folglich ist0 das lokale Minimum vonf(t) − g(t)
im Punktet = 0:

f ′(0) = g′(0) = 0 , f ′′(0) ≥ g′′(0) ≥ 0 . (2.41)

Mit (2.26) und (2.41) gilt:

max
s∈I

∣∣κα(s)
∣∣ ≥ |κα(0)| =

|f ′′(0)|
[
1 + |f ′(0)|2

]3/2
= |f ′′(0)|

= f ′′(0) ≥ g′′(0) =
|g′′(0)|

[1 + |g′(0)|2]3/2
≡ κKreis =

1

R
=

2

diam (Spurα)
.

Andernfalls, wenn Spurα nicht kompakt ist, gilt offenbar:

max
s∈I

∣∣κα(s)
∣∣ ≥

∣∣κα(p)
∣∣ ≥ 2

diam (Spurα)
= 0 .

Der Rotationsindex einer ebenen Kurve

Es seiα : [0, L) → R
2 geschlossen, außserdem seiα(s) = (x(s), y(s))⊤ nach Bo-

genlänge parametrisiert|α′| ≡ 1 undt : [0, L) → S1 mit t(s) = α′(s) sei die Tangentenab-
bildung. Es giltt′ = α′′ = καn.

Bemerkung: Daα geschlossen ist, ist aucht geschlossen.

Heuristisch: Wird Spurα durchlaufen, so durchläuftt den EinheitskreisS1 einfach oder
mehrfach.

Rotationsindex I = I(α) zählt, wieviele MaleS1 von Spurt abgefahren wird, oder
wieviele Urbilder jeder Punktp ∈Spurt hat.

Unser Ziel ist den Umlaufsatz zu beweisen: wennα einfach geschlossen ist, dannIα =

−+1.

Genauer: Es sei

θ̃(s) :=<) [t(s), e1] ∈ [0, 2π) (2.42)
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der eindeutig bestimmte Winkel zwischent(s) und der positivenx-Achse (gegen den Uhr-
zeigersinn gemessen). Diese Funktionθ̃ ist i.a. unstetig, nämlich in den Punktens0, für die
θ̃(s0) = 0 gilt.

eθ(s2)

eθ(s1)

α(s2)

α(s1)

e1

Fig. 2.16

Lemma 2.33 Es gibt eine stetige Funk-
tion θ : [0, L) → R mit

θ(s) ≡ θ̃(s)mod(2π) . (2.43)

Beweis: Da t : [0, L) → S1 stetig ist
und [0, L) kompakt, istt gleichmäßig
stetig. Also gibt es einδ > 0 so, dass für
alles1, s2 ∈ [0, L) gilt: Ist |s1−s2| < δ,
so liegent(s1) undt(s2) in einer offenen
Halbebene.
Ist dannθ(s1) bekannt, so folgt aus der
Forderung der Stetigkeit vonθ(s), dass
θ(s2) eindeutig bestimmt ist.

Wir zerlegen

0 = s0 < s1 < s2 < · · · < sm = L mit |sj − sj−1| < δ

und setzenθ(s0) = θ̃(s0), so dassθ auf [s0, s1) eindeutig bestimmt ist. Mit Induktion defi-
nieren wir stetigeθ auf [0,L) mit der Eigenschaft (2.43) eindeutig.

Korollar 2.34 Setze:

I(α) :=
1

2π
[θ(L) − θ(0)] . (2.44)

Dann ist die ganze ZahlI(α) ∈ Z unabḧangig von der Wahl vonθ.

Beweis:Da der RotationsindexI(α) ganzzahlig ist folgt dies aus der Geschlossenheit der
Kurveθ : [0, L) → S1.

Seiθ∗ eine weitere stetige Funktion mit der Eigenschaft (2.43). Dann ist fürs ∈ [0, L)

θ∗(s) − θ(s) =
[
θ∗(s) − θ̃(s)

]
−
[
θ(s) − θ̃(s)

]
= m(s)2π ,

wobeim(s) ∈ Z; andererseits istm stetig, alsom(s) ≡ m(0). Es folgtθ∗ = θ+ 2πm(0), so
dass

θ∗(L)− θ∗(0) = [θ(L) + 2πm(0)]− [θ(0) + 2πm(0)] = θ(L)− θ(0) = I(α) .
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Definition 2.35 Es seiα : [0, L) → R3 eine geschlossene, nach der Bogenlänge parame-
trisierte Kurve undθ eine stetige Funktion wie in Lemma 2.33.

Dann heißt die ganze ZahlI(α) aus(2.44)Rotationsindexder Kurveα (siehe Beispiele
Fig. 2.17).

Bemerkung 2.36 Beim Beweis der Existenz vonθ wurde nur benutzt, dass die Tangen-
tenkurvet : [0, L) → S1 stetig ist und geschlossent(0) = t(L) (d.h. die Kurve selbst
α : [0, L) → R2 soll geschlossen undC1-glatt sein).

I(α) = +1 I(α) = −2 I(α) = 0 I(α) = −1

Fig. 2.17

Gemäß Definition (2.42) und (2.43) von der Winkelθ̃(s) für den Tangentenvektort(s)
und den Hauptnormalenvektorn(s) (vgl. (2.9)) gilt:

t(s) = (cos θ(s), sin θ(s))⊤ , n(s) = (− sin θ(s), cos θ(s))⊤ , (2.45)

also (vgl. (2.11))

t′(s) = (− sin θ(s), cos θ(s))⊤ θ′(s) = θ′(s)n(s) .

Andererseitst′ = κn (vgl. Definition 2.21) d.h.

θ′(s) = κα(s) . (2.46)

Wir erhalten die Integraldarstellung

I(α) =
1

2π
[θ(L) − θ(0)] =

1

2π

∫ L

0

κ(s) ds , (2.47)

die man auch zur Definition des ganzzahligen RotationsindexI(α) verwenden könnte.
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Theorem 2.37 (Umlaufsatz). Der Rotationsindex einer einfach geschlossenen Kurve ist

−+1, je nach dem wie die Kurve orientiert ist.

Beweis(nach Heinz Hopf 1935). Es existiert ein Punkt, so dass die Spur vonα ganz auf
einer Seite der Tangente in diesem Punkt liegt. In der Tat: esexistiert eindeutig bestimmte
Kreis die die Kurveα in mindestens einem Punktp berürt (siehe Fig. 2.14). Nach geeigneter
Drehung und Verschiebung verschieben wirp zu 0 (siehe Fig. 2.15) und können annehmen,
dass dieser Punkt der Funktionswertp = α(0) = α(L) ist. Es ist offensichtlich dass der
Rotationsindex bleibt invariant (unverändert) bezüglich beschriebene Kurwenwanderungen
(folgt unmittelbar von Definition der Rotationsindex).

Auf dem Dreieck
∆L :=

{
(s, t) : 0 ≤ s ≤ t ≤ L

}

(siehe Fig. 2.19) betrachten wir die Sehnenabbildung

σ : ∆L → S1 ⊂ R2 , (2.48)

σ(s, t) :=





α(t) − α(s)

|α(t) − α(s)| , s < t , t− s 6= L ,

α′(s) , s = t ,

−α′(0) , s = 0, t = L

(siehe Fig. 2.18). Daα einfach geschlossen, istσ wohldefiniert. Außerdem istσ stetig.

α(t)

α(s)

σ(s, t)

1

α(0) = α(L)

Fig. 2.18

In der tat: da|α′(s)| = 1, α(0) = α(L), α′(0) = α′(L),

lim
t↓s

α(t) − α(s)

|α(t) − α(s)| = lim
t↓s

α(t) − α(s)

t− s
|α(t) − α(s)|

|t− s|

=
α′(s)

|α′(s)
= −α′(L) .

für s < t und, weilα(s) = α(L+ s) istL-periodish,

lim
s↓0

α(L) − α(s)

|α(L) − α(s)| = − lim
t↓s

α(L) − α(L+ s)

L− (L+ s)

|α(L) − α(L+ s)|
|L− (L+ s)|

= −α′(L) .

Betrachte eine Homotopieτt : [0, 1] → ∆L, 0 ≤ t ≤ 1 wobei

τt(s) :=





L ·
(
(1 − t)s, (1 + t)s

)⊤
, s ∈

[
0,

1

2

]
,

L ·
(
(1 + t)s− t, (1 − t)s+ t

)⊤
, s ∈

[
1

2
, 1

]
.

(2.49)
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Insbesondere ist (siehe Fig. 2.20):

τ0(s) = L · (s, s)⊤ =
(
Ls, Ls

)⊤ − Diagonalabbildung ,

τ1(s) :=





L ·
(
0, 2s

)⊤
, s ∈

[
0,

1

2

]
,

L ·
(
2s− 1, 1

)⊤
, s ∈

[
1

2
, 1

]
.

t

s

t τ1

τ1

τt

τ0

L

L

∆L

L

L s

Fig. 2.19 Fig. 2.20

Dann istτ : [0, 1]× [0, 1] → ∆L stetig, und es giltτt(0) = (0, 0), τt(1) = (L,L). Damit
ist auch die Verkettungσ ◦ τ : [0, 1] × [0, 1] → S1 stetig, und es gilt

(σ ◦ τ0)(s) = σ(Ls, Ls) = α′(Ls) = tα(Ls) . (2.50)

Für festest ∈ [0, 1] ist σ ◦ τt : [0, 1] → S1 stetig mit

(σ ◦ τt)(0) = σ(0, 0) = α′(0) , (σ ◦ τt)(1) = σ(L,L) = α′(L) = α′(0) . (2.51)

Nach der Bemerkung 2.36 ist dann der RotationsindexI(σ ◦ τt) wohldefiniert. Da die
AbbildungI(σ ◦ τt) : [0, 1] → Z stetig ist, folgtI(σ ◦ τt) ≡ const. Also

I(α) = I(tα) = I(σ ◦ τ0) = I(σ ◦ τ1) .

Berechnung vonI(σ ◦ τ1): Durchläufts das Intervall[0, 1/2], so durchläuft

σ ◦ τ1(s) = σ(0, 2Ls) =
α(2Ls) − α(0)

|α(2Ls) − α(0)|
die normierten Sehnen vom Punktα(0) aus:

σ ◦ τ1(0) = α′(0) , σ ◦ τ1
(

1

2

)
= −α′(0) ,

wobeiσ ◦ τ1(s) stets in derselben Hälfte vonS1 bleibt, daα auf einer Seite der Tangente an
α(0) liegt. DieÄnderung des Winkels ist also gleichπ oder gleich -π (vgl. Fig. 2.21).
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Läuft danns von1/2 bis1, so variiertα(0)

σ ◦ τ1(s) = σ
(
(2s− 1)L,L

)
=

α(L) − α
(
(2s− 1)L

)

|α(L) − α
(
(2s− 1)L

)
|

gerade in der anderen Hälfte vonS1 mit

σ ◦ τ1
(

1

2

)
= σ(0, L) = −α′(0) , σ ◦ τ1(1) = σ(L,L) = α′(0) .

Winkeländerungπ Winkeländerung−π
Fig. 2.21

Die Änderung des Winkels ist wiederum gleichπ oder gleich−π; insgesamt also gleich
2π (positiv orientierte Kurve) oder gleich−2π (negativ orientierte Kurve; vgl. Fig. 2.21).
Damit istI(α) = −+1.

Korollar 2.38 Es seiα : I → R2 eine einfach geschlossene reguläre ebene Kurve der
LängeL = Lα, mit Krümmungκα. Dann gilt:

i. Die Totalkr̈ummung ist−+2π:

∫ Lα

0

κα(s) ds = −+2π . (2.52)

ii. Ist maxt∈I |κα(t)| ≤ 1

r
, so istLα ≥ 2πr.

iii. Ist mint∈I |κα(t)| ≥ 1

r
> 0, so istLα ≤ 2πr.

iv. Es istmaxt∈I |κα(t)| ≥ 2π

Lα
.

Beweis:(i) Folgt unmittelbar aus Formel (2.47) und Theorem 2.37.

(ii) 2π =

∣∣∣∣
∫ Lα

0

κα(s) ds

∣∣∣∣ ≤
∫ Lα

0

∣∣κα(s)
∣∣ ds ≤ Lα

r
.
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(iii) Ist mint∈I |κα(t)| ≥ 1

r
> 0, so hatκα8t) ein bestimmtes Vorzeichen und dieses

Vorzeichen ändert sich nicht, weilκα stetig ist und nicht verschwindet ; also

2π =

∣∣∣∣
∫ Lα

0

κα(s) ds

∣∣∣∣ =
∫ Lα

0

∣∣κα(s)
∣∣ ds ≥ Lα

r
.

(iv) Wäremaxt∈I |κα(t)| ≤ (1 − δ)
2π

Lα
, so folgt aus (ii)

Lα ≥ 2π
Lα

(1 − δ)2π
=

1

1 − δ
Lα > Lα ,

ein Widerspruch!

Definition 2.39 Eine regul̈are ebene Kurveα : I → R2 heißt konvex, falls gilt: F̈ur jedes
t0 ∈ I liegt Spurα ganz auf einer Seite der Tangente durchα(t0), d.h.

entweder [α(t) − α(t0)] · nα(t0) ≥ 0 oder [α(t) − α(t0)] · nα(t0) ≤ 0 ∀ t, t0 ∈ I ,

wobeinα den Normalenvektor zuα bezeichnet (vgl. Fig. 2.22).

Konvex Nicht konvex

Fig. 2.22

Theorem 2.40 (Charakterisierung konvexer Kurven). Es seiα : I → R
2 eine einfach

geschlossene reguläre Kurve. Dann gilt:α ist genau dann konvex, wenn das Vorzeichen(1)

signκα(t) sich nichtändert d.h., entwederκα(t) ≥ 0 oderκα(t) ≤ 0 für alle t ∈ I.

Beweis: Ohne Einschränkung seiα : [0, L) → R2 nach Bogenlänge parametrisiert.

(1)Wir nehmen an, dasssign signκα(t) = 0 für κα(t) = 0
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Seiα konvex. Zu festems0 ∈ I betrachte die Taylor-Entwicklung vonα in s0:

α(s) − α(s0) = (s− s0)t(s0) +
1

2
(s− s0)

2κ(s0)n(s0) +R(s) , (2.53)

R(s) = O

(
(s− s0)

2
)
,

wobei die NotationR(s) = O((s − s0)
k) bedeutet:lims→s0(s − so)

−kR(s) = 0. Ist dann
(α(s) − α(s0)) · n(s0) ≥ 0 für alle s ∈ I, so multiplizieren wir die Gleichung (2.53) skalar
mit (s− s0)

−2n(s) und, wegen gleichungent(s) · n(s) = 0, n(s) · n(s) = 1, bekommen:

1

2
κ(s0) + O(1) ≥ 0 ;

alsoκ(s0) ≥ 0.

Analog für(α(s) − α(s0)) · n(s0) ≤ 0.

Seiκ(s) ≥ 0 für alles ∈ I. Istα nicht konvex, so gibt ess0 ∈ I = [0, L), so dass

ϕ(s) := [α(s) − α(s0)] · n(s0) (2.54)

in s0 das Vorzeichen wechselt. Da der Fallϕ ≡ 0 ausgeschlossen ist (sonst Spurα eine
Teilmenge einer Gerade ist und deshalb nicht geschlossen),es existierens− 6= s+ Stellen,
an denenϕ sein Minimum bzw. sein Maximum annimmt und folgendes gilt:

ϕ(s−) < ϕ(s0) = 0 < ϕ(s+) , ϕ′(s−) = ϕ′(s+) = 0 (2.55)

Es könnte enweders− = 0 oders+ = L der Endpunkte sein, aber nie gleichzeitig, da Spurα
geschlossen ist und deswegenϕ(0) = ϕ(L) so wieϕ′(0) = ϕ′(L).

Wegen (2.54)ϕ′(s0) = α′(s0) · n(s0) = t(s0) · n(s0) = 0 und wegen (2.54) mit (2.55)
0 = ϕ′(s

−

+ ) = α′(s
−

+ ) · n(s0) = t(s
−

+ ) · n(s0). Davon folgt

t(s0) = α′(s0) ⊥ n(s0) , t(s
−

+ ) = α′(s
−

+ ) ⊥ n(s0).

Dann
t(s) = −+t(s0) für s ∈ {s−, s+, s0} .

Insbesondere gibt ess1, s2 ∈ {s−, s+, s0}, s1 6= s2 mit

t(s1) = t(s2) , s1 < s2 . (2.56)

Nach Umparametrisierung wir können annehmen dasss1 = 0 < s2 < L. Setze

θ(s) :=

∫ s

0

κ(σ) dσ .

Weil am Punktens = s1 = 0, s = s2 und s = L die Winkel θ(s) modulo2π die gleiche
Werte erreicht (vgl. (2.56) und merke dast(0) = t(L)), erhalten wir für geeignete ganzen
zahlenk, k̃ ∈ Z die Gleichungen

θ(s2) − θ(s1) =

∫ s2

s1

κ(σ) dσ = 2πk , θ(L) − θ(s2) =

∫ L

s2

κ(σ) dσ = 2πk̃ .
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Andererseits, weils1 = 0 und [0, L) = [s1, s2) ∪ [s2, L) folgt aus dem Umlaufsatz 2.37

1 =
1

2π

∫ L

0

κ(σ) dσ =

∫ s2

s1

κ(σ) dσ
1

2π
+

1

2π

∫ L

s2

κ(σ) dσ = k + k̃ .

Aus κ(s) ≥ 0 folgt k, k̃ ≥ 0. Also muss entwederk = 0 oderk̃ = 0 sein. Nehmen wir an
k = 0; daκ(s) ≥ 0 gilt dannκ

∣∣
[s1,s2]

≡ 0 und folglichα′′
∣∣
[s1,s2]

≡ 0. Damit ist Spurα
∣∣
|[s1,s2]

Teil einer Gerade, die gleichzeitig die Tangente anα(s1), α(s2) ist.

Betrachten wir der Falls1 = s0 oders2 = s0. Dann die Gleichungϕ(s1) = ϕ(s2) = 0
widerspricht (2.55).

Gilt andererseitss1 = s−, s2 = s+, so folgtα(s−) − α(s+) = c · t(s0), c ∈ R und

0 > ϕ(s−) = [α(s−) − α(s0)] · n(s0)

= [α(s+) − α(s0)] · n(s0) + [α(s−) − α(s+)] · n(s0)

= ϕ(s+) + c · t(s0) · n(s0) = ϕ(s+) > 0

(vgl. mit (2.54)). Ein weiterer Widerspruch!

Analog fürκ(s) ≤ 0 für alles ∈ I.

Ist die Krümmung einer einfach geschlossenen ebenen Kurvebeliebig, so gilt immer
noch der folgende Satz (ein tiefer topologischer Satz, der deshalb ohne Beweis angefürt
wird!).

Satz 2.41 (Jordansche Kurvensatz). Seiα : I → R2, I = [a, b) einfache (α(t1) 6= α(t2)
für alle t1 6= t2, t1, t2 ∈ I), geschlossene (α(a) = α(b)) und stetige (α ∈ C(I)) Kurve.

Dann istSpurα der Rand eines einfach zusammenhängenden Gebiets, d.h.R2\Spurα
hat genau zwei Zusammenhangskomponenten, eine unbeschränkte und eine beschränkte, das
Außengebiet und das Innengebiet.

Definition 2.42 Ein Scheiteleiner regul̈aren ebenen Kurveα : I → R
2 ist ein Punkt aus I,

in dem die Kr̈ummungκα ein (relatives) Extremum besitzt.

Theorem 2.43 (Vier-Scheitel-Satz; Four Vertex Theorem). Eine einfach geschlossene re-
guläre konvexe glatteα ∈ C3(I) ebene Kurve besitzt mindestens vier Scheitel.

Beweis(nach Gustav Herglotz, 1913).

A. α : I → R2, I kompakt. Die stetige Funktionκα : I → R nimmt ihr absolutes
Maximum und ihr absolutes Minimum an, also gibt es mindestens zwei Scheitel.

B. Nehmen wir an, dass die Kurve nach Bogenlänge parametrisiert ist: |α′| ≡ 1, α :
[0, L) → R2. Die Verbindungsgerade zwischen dem absoluen Maximumα(smax) und dem
absoluten Minimumα(smin) sei die x-Achse (siehe Fig. 2.23).
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Dann hat die x-Achse keine weiteren Punkte mit Spurα gemein. Gäbe es einen dritten
Schnittpunkt, so müsste die Tangente an dem mittleren der drei Punkte die x-Achse sein.

α(smax) α(smin)

Fig. 2.23

Dies ist in der Tat der Fall, denn anderfalls, wenn die
Tangente die x-Achse nur in einem Punkt schneidet, lie-
gen mindestens zwei Punkteα(smax) undα(smin) der
Spur von α auf verschiedenen Seite dieser Tangente,
was der Konvexität widerspricht.
Damit liegt Spurα ganz auf einer Seite der Tangente,
also ober oder unterhalb der x-Achse. Nehmen wir an,
dassα die x-Achse verläßt. Dann gäbe es aber dort eine
Tangente anα, die die x-Achse schneidett (wegen der
vorausgesetzten Glattheit der Kurve). Dies widerspricht
aber auch der Konvexität und damit tritt auch dieser Fall
nicht ein.

Wäre die Verbindungsstrecke (d.h. ein Teil von Spurα) ein Teil der x-Achse, so folgt
κ′(s) ≡ 0 und es existieren mehr als vier Scheitel.

C. Also, schneidet diex-Achseα nur in den Punktensmin = 0, smax, in denenκ(s) sein
absolutes Extremum erreicht. Weiter nehmen wir ohne Einschränkung an, dassκ(s) sein
absolutes Minimum im Nullpunkt annimmt:smin = 0 undκ(0) = minκ(s). Dann erreicht
κ(s) sein absolutes Maximum im offenen Intervall(0.L): 0 < smax < L. Besitztα nur diese
zwei Scheitel, so istκ′ ≥ 0 auf [0, smax] undκ′ ≤ 0 auf [smax, L]. Es folgt

α(s) := (x(s), y(s))⊤ , κ′(s)y(s) ≥ 0 für alle s ∈ [0, L] (2.57)

(da die x-Achse das IntervalI0 := [smin, smax] enthält, wechselty(s) das Vorzeichen aufI0
und auf[0, L] \ I0 nicht). Mit t(s) = (x′(s), y′(s))⊤, n(s) = (−y′(s), x′(s))⊤ und t′ = κn
folgt x′′ = −κy′, also mit (2.57) und durch partielle Integration

0 ≤
∫ L

0

κ′(s)y(s) ds = −
∫ L

0

κ(s)y′(s) ds =

∫ L

0

x′′(s)ds = x′(L) − x′(0) = 0 .

Das aber impliziertκ′y ≡ 0, alsoκ′ ≡ 0 und κ ≡ const.; dann istα ein Kreis und die
Behauptung ist bewiesen.

Andernfalls besitztα mindestens drei Scheitel.

D. Wenn aber drei Scheitel existieren, so auch vier, da Maximum– und Minimum–
Stellen sich abwechseln.

Bemerkung 2.44 (i)Der Satz ist auch richtig ohne Konvexität! Der Beweis ist etwas schwie-
riger (L. Vietoris, Archiv der Math. 3 (1952), 304306).

(ii) Bei einer Ellipse, die kein Kreis ist, gibt es genau vier Scheitel (vgl. Übung 2.1)!
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(iii) Es gibt nicht-einfache geschlossene reguläre ebene Kurven mit nur zwei Scheiteln
(vgl. Fig. 2.24).

(iv) Es gibt Kurven (mit Ecken und Spitzen), die in den glatten Teilen überhaupt keine
Scheitel haben (vgl. Fig. 2.25).

κ(smax)

κ(smin)

Fig. 2.24 Fig. 2.25

Zum Abschluss der Kurventheorie ein weiterer globaler Satz.

Theorem 2.45 (Die Isoperimetrische Ungleichung). Es seiC eine einfach geschlossene
ebene Kurve der L̈angeL, A sei der Fl̈acheninhalt des vonC eingeschlossenen Gebiets.
Dann gilt

L2 ≥ 4πA (2.58)

mit Gleichheit nur f̈ur Kreise.

Zum Beweis benötigen wir eine Formel für den Flächeninhalt.

α′(t)

ν(α(t))

G
α(t)

C = ∂G

n(α(t))

Fig. 2.26

Lemma 2.46 Es seiα = (x, y)⊤ : I → R
2, I =

[a, b) ⊂ R, die glatte Kurvex, y ∈ C1(I), mit Spur
C undG sei das vonC = ∂G berandete Innengebiet.
Die KurveC = ∂G sei positiv orientiert undν(ζ) sei
die äußere Einheitsnormale anζ ∈ ∂G (siehe Fig.
2.26).
Der FlächeninhaltA(G) des Innengebiets ist mit den
folgenden Formeln zu berechnen:

A(G) =

∫ b

a

x(t)y′(t) dt = −
∫ b

a

x′(t)y(t) dt

=
1

2

∫ b

a

[
x(t)y′(t) − x′(t)y(t)

]
dt . (2.59)

Beweis: Wir wenden denGaußschen Satzan: Istv = (v1, v2)
⊤ einC1-Vektorfeld aufG, so
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gilt: ∫

G

div v dG =

∫

∂G

v(t) · ν(t)dσ , (2.60)

wobeidiv v := ∂1v1 + ∂2v2 die Divergenz ist,dG = dx dy unddσ = |α′(t)|dt bezeichnen
das entschprechende Flächenelement aufG undC = ∂G. Dann gilt

∫

G

div vdG =

∫

∂G

[
∂v1

∂x
+
∂v2

∂y

]
dx dy =

∫ b

a

v(α(t)) ·
[
− n(α(t))

]
|α′(t)| dt

=

∫ b

a

[
v1(α(t))y′(t) − x′(t)v2(α(t))

]
dt , (2.61)

weil die äußere Einheitsnormale

ν(t) = −n(t) , −|α′(t)|n(α(t)) = D900

+ α′(t) =
(
y′(t),−x′(t)

)⊤

eine900 Drehung in negativer Richtung (im Uhrzeigersinn) von Tangenteα′(t) darstellt (vgl.
Fig. 2.26).

Einsetzen vonv = (x, 0)⊤ bzw. v = (0, y)⊤ bzw. v =
1

2
(x, y)⊤ in (2.61) liefert die

Formel (2.59), da divv ≡ 1 und
∫

G
dG = A(G).

Beweis von Theorem 2.45(nach Erhard Schmidt 1939):

Betrachte einen Streifen orthogonal zu einem Durchmesser von SpurC (vgl. Fig. 2.27)
und parametrisiereC durchα : [0, L) → R2 nach der Bogenlängeα(s) = (x(s), y(s))⊤.
Nach Umparametrisierung istα(0) − α(ℓ) der Durchmesser, wobeiα(0) = (r, 0), α(ℓ) =
(−r, 0), 0 < ℓ < L.

Spurα

r0−r

Spurβ

Fig. 2.27

Parametrisiere außerdem einen Kreis von Radiusr
durch (wir nehmen an, dass Kreiszentrum der Null-
punkt ist)

β(s) :=
(
x(s), −+

√
r2 − x2(s)

)⊤
(2.62)

mit Gleichemx(s) als inα(s) und wobei das Vorzei-
chen “+ ” für 0 ≤ s ≤ ℓ und das Vorzeichen “− ” für
ℓ ≤ s ≤ L stehen.
Beachte, dassβ i.a. nicht injektiv und nicht regulär ist.
Für den FlächeninhaltA(G) des InnengebietsG = Gα

vonα folgt

A(Gα) =

∫ L

0

x(s)y′(s) ds , (2.63)

und für des InnengebietsGβ des Kreises erhält man

A(Gβ) := −
∫ L

0

β ′
1(s)β2(s) ds = −

∫ ℓ

0

x′(s)
√
r2 − x2(s) ds+

∫ L

ℓ

x′(s)
√
r2 − x2(s) ds .
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Mit u = x(s) erhalten wir weiter

A(Gβ) = −
∫ L

0

β ′
1(s)β2(s) ds

= −
∫ −r

r

√
r2 − u2 du−

∫ r

−r

√
r2 − u2 du = 2

∫ r

−r

√
r2 − u2 du

= 2r2

∫ 1

−1

√
1 − t2 dt = πr2 .

Es folgt

A(Gα) + A(Gβ)=A(Gα) + πr2 =

∫ L

0

[x(s)y′(s) − β ′
1(s)β2(s)] ds

=

∫ L

0

(x(s), β2(s))
⊤ · (y′(s),−β ′

1(s))
⊤
ds

≤
∫ L

0

∣∣ (β1(s), β2(s))
⊤
∣∣∣∣ (y′(s),−x′(s))⊤

∣∣ ds

=

∫ L

0

√
β2

1(s) + β2
2(s)︸ ︷︷ ︸

=r

√
(y′(s))2 + (x′(s))2

︸ ︷︷ ︸
=1

ds

=Lr . (2.64)

Die wohlbekannte AGM-Ungleichung liefert

√
A(Gα)πr2 ≤ 1

2
A(Gα) +

1

2
πr2 ≤ 1

2
Lr (2.65)

und daraus

A(Gα)πr2 ≤ 1

4
L2r2 ⇔ L2 ≥ 4πA(Gα) .

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. A(Gα) = πr2 (Gleichung in (2.65));

2. (x(s), β2(s))
⊤ und(y′(s),−β ′

1(s))
⊤ positiv linear abhängig (Gleichung in (2.64)).

Wegen
(x(s), β2(s))

⊤ = (β1(s), β2(s))
⊤ = −rnβ(s)

und
(y′(s),−β ′

1(s))
⊤

= (y′(s),−x′(s))⊤ = −nα(s)

bedeutet diesnβ = nα ⇒ β ′ = tβ = tα = α′, und somit (nach Integration)

β(s) = α(s) sobald, nach Verschiebung,β(0) = α(0) = (r, 0) .
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ÜBUNGEN

Übung 2.1 Seiena, b > 0. Die Kurve

α(θ) =
(
a cos θ, b sin θ

)⊤
, 0 < a ≤ b , α : [0, 2π) → R

2

heißt Ellipse, die beiden PunkteF
−

+ = (−+
√
a2 − b2, 0)⊤ sind ihre Brennpunkte.

1. Berechnen Sie die Krümmung der Ellipse.

2. Bestimmen Sie die vier Scheitelpunkte der Ellipse.

3. Berechnen Sie mit der Formel(2.59)den Fl̈acheninhalt des Innengebiets der Ellipse.

4. Zeigen Sie, dass die Summe der Abstände zu den Brennpunkten konstant ist, und zwar

|c(t) − F+| + |c(t) − F−| = 2a.

Hierauf beruht die sogenannte Gärtnerkonstruktion, die eine Ellipse durch einen Fa-
den mit EndpunktenF

−

+ erzeugt.

5. Rechnen Sie nach, dass die Winkel zwischen der Kurventangente und den Brennstrah-
len konstant sind, d.h.<)(c(t) − F+,−c′(t)) =<)(c(t) − F−, c

′(t)). Daher werden von
F+ ausgehende Lichtstrahlen an der Ellipse nachF− reflektiert. Spiegelt manF− an
allen Tangenten, so erhält man einen Kreis vom Radius2a umF+, den Leitkreis.

6. Zeigen Sie, dass der kleinste Krümmungskreis an die Ellipse innerhalb, der größte

außerhalb der Menge

{
(x, y)⊤ :

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1

}
liegt.

Übung 2.2 Betrachten Sie die Raumkurve

α(t) = (ae−bt cos t, ae−bt sin t, e−bt)⊤ , α : [0,∞) → R
3 .

a. Istα eine regul̈are Kurve?

b. Berechnen Sielim
t→∞

α(t) und skizzieren Sie die Projektion der Kurve auf die(x1, x2)

Ebene.

c. Zeigen Sie, dassα endliche Bogenlänge auf[0,∞) hat.

d. Parametrisieren Sie die Kurve nach Bogenlänge.

Übung 2.3 Berechnen Sie das Frenetsche Dreibein sowie die Krümmung und die Torsion
von die Raumkurve

α(t) = (e−t cos t, e−t sin t, e−t)⊤ , , α : [0,∞) → R
3 .
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Übung 2.4 Eine Abbildungα : I → R3 heißt Kurve der KlasseCk, wenn jede der Ko-
ordinatenfunktionen in dem Ausdruckα(t) = (x(t), y(t), z(t))⊤ stetige Ableitungen bis zur
Ordnungk besitzt. Fallsα nur stetig ist, sagen wirα ist von der KlasseC0. Eine Kurveα
heißt einfach, wenn die Abbildungα injektiv ist.
Seiα : I → R3 eine einfache Kurve der KlasseC0. Wir sagen, dassα eine schwache Tan-
gente beit = t0 ∈ I besitzt, wenn die durchα(t0) undα(t0 + h) bestimmte Gerade eine
Grenzlage besitzt beih→ 0. Wir sagenα hat eine starke Tangente beit = t0, falls die durch
α(t0 + h) undα(t0 + k) bestimmte Gerade eine Grenzlage besitzt beih, k → 0.
Zeigen Sie:

1. α(t) = (t3, t2)⊤, t ∈ R, hat eine schwache aber keine starke Tangente int = 0.

2. Ist α : I → R
3 von der KlasseC1 und regul̈ar in t = t0, so besitztα eine starke

Tangente beit = t0.

3. Die durchα(t) = (t2, t2)⊤ für t ≥ 0 und durchα(t) = (t2,−t2)⊤ für t < 0 gegebene
Kurve ist von der KlasseC1 aber nicht von der KlasseC2. Skizziere die Kurve und ihre
Tangentenvektoren. In welchen Punkten existiert eine starke bzw. schwache Tangente?

Übung 2.5 Parametrisieren Sie die Kurve (Helix)

α(t) = (a cos t, a sin t, bt)⊤, t ∈ R, a, b ∈ R ,

nach Bogenl̈ange.

1. Bestimmen Sie Krümmung und Torsion vonα.

2. Bestimmen Sie die Schmiegebene vonα.

3. Zeigen Sie, dass die Geraden, dien(s) enthalten und durchα(s) gehen, die z-Achse
unter dem konstanten Winkelπ/2 schneiden.

4. Ziegen Sie, dass die Tangenten einen konstanten Winkel mit der z-Achse bilden.

Übung 2.6 Es seia > 0 undI = [−a, a).
A. Parametrisieren Sie die Kurve

α(t) := (t, cosh t)⊤ , α : I → R
2

nach Bogenl̈ange.

B. Berechnen Sie die Krümmungκα und die Torsionτα vonα.

Übung 2.7 Berechnen Sie die Krümmung und die Torsion folgender Raumkurve mit der
Formel(2.20)und(2.21):

α(t) :=
(
t cos t, t2, et

)⊤
, α : I → R

3
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Übung 2.8 Seiα : I → R3 eine regul̈are Kurve mitα′′ stets ungleich0 und seiS ∈ SO(3)
(eine orthogonale Matrix, das heißtS⊤ = S−1 ist die Inverse). Zeigen Sie, dass die Kurven
α und alle eigentlichen Bewegungen (Aα+c, c ∈ R3) dieselben Kr̈ummungen und Torsionen
haben.

Übung 2.9 Seiα : (0, π) 7→ R2 die Traktrix (siehe Beispiel 1.7).

1. In R2 wird ein PunktT (1, 0) durch ein straff gespanntes Seil mit einem Zugpunkt
E(0, 0) verbunden. Zeigen Sie, dass der PunktT eine Traktrix beschreibt, wenn man
E in y-Richtung bewegt, (daher wird die Traktrix auch als Schleppkurve bezeichnet).

2. Zeigen Sie, dass die Traktrix auch diejenige Kurve durchT (1, 0) ist, die auf allen
Translationen des EinheitskreisesS1 = {(x, y)⊤ ∈ R

2 : x2 + y2 = 1} in Richtung
der positiven y-Achse senkrecht steht.

Übung 2.10 Seiα : I → R2 eine regul̈are parametrisierte ebene Kurve mit orientierter
Krümmungκ(t) 6= 0 für alle t ∈ I. Die Kurve

β(t) := α(t) +
1

κ(t)
n(t), t ∈ I,

heißt die Evolute vonα.

1. Zeigen Sie, dass die Tangente an die Evolute vonα bei t normal ist zuα bei t.

2. Betrachten Sie die Normalen zuα in zwei benachbarten Punktent1, t2 mit t1 6= t2.
Zeigen Sie, dass für t1 → t2 die Schnittpunkte der Normalen gegen einen Punkt auf
der Spur der Evolute vonα konvergieren.

3. Berechnen Sie die Evolute der Kettenlinie

α(t) = (t, cosh t)⊤, t ∈ R.

Übung 2.11 Zeigen Sie, dass für gegebene Kr̈ummungκ : [0, L) → R alle zugeḧorigen
ebenen Kurven durch

α(s) :=

(∫ s

0

cos θ(t) dt+ a,

∫ s

0

sin θ(t) dt+ b

)⊤

gegeben sind mit

θ(s) :=

∫ s

0

κ(t) dt+ ϕ

und dass die Kurve bestimmt ist bis auf eine Translation des Vektors(a, b)⊤ und eine Drehung
des Winkelsϕ.

Übung 2.12 Seiαs für s ∈ R die Kurvenscharαs(t) :=
(
3 cos t + s cos 3t, 3 sin t +

s sin 3t
)⊤

.
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1. Skizzieren Sie die Kurvenα0 undα5.

2. Für welches ist die Kurveαs regulär parametrisiert?

3. Berechnen Sie die Krümmung der regulärenαs.

Übung 2.13 Es seiα : I → R2 eine geschlossene konvexe ebene Kurve, die positiv ori-
entiert ist. Die Kurveβ(s) = α(s) − rn(s), wobei r eine positive Konstante undn der
Normalenvektor ist, heißt eineParallelkurve zuα. Zeigen Sie:

1. L(β) = L(α) + 2πr;

2. A(β) = A(α) + rl + πr2;

3. κβ(s) = κα(s)/(1 + rκα(s)).

Dabei bezeichnetL(·) bzw.A(·) die Länge der entsprechenden Kurve bzw. den von ihr
eingeschlossenen Flächeninhalt undκα bzw.κβ die jeweilige Kr̈ummung der Kurve.

Übung 2.14 Zeigen Sie, dass eine einfach geschlossene glatte Kurveα : I → R2 zu jedem
Einheitsvektorv0 ∈ R

2, |v0| = 1 mindestens eins0 ∈ I mit n(s0) = v0 besitzt.

Beweisen Sie, das für den Fall einer strikt konvexer Kurve nur ein eindeutig bestimmtes
s0 ∈ I mit n(s0) = v0 existiert.

Übung 2.15 Es seiα : I → R2, I = [a, b) ⊂ R, die glatte Kurvex, y ∈ C1(I), mit dem
SpurC undG sei das vonC = ∂G berandete Innengebiet.n(ζ) sei die innere Einheitsnor-
male anζ ∈ ∂G.

Beweise die folgende Formel für der FlächeninhaltA(G) des Innengebiets:

A(G) =

∫ b

a

α(t) · n(t) dt . (2.66)

Hinweis: Wende Gaußschen Formel (2.60) an.

Übung 2.16 Eine einfach geschlossene glatte konvexe Kurveα : I → R2 mit κ(s) 6= 0
∀s ∈ I heißtEilinie.

1. Es seiθ(s) ∈ [0, 2π] der Winkel zwischen dem Normalenvektor und derx1-Richtung.
Ist es m̈oglich die Kurve als Funktion dieses Winkels umzuparametrisieren?

2. Eine Eilinie hat konstante Breiteb, falls für die Sẗutzfunktionh(θ) := −α(θ) ·n(θ) gilt

h(θ) + h(θ + π) = b = const f̈ur θ ∈ [0, π) .

Zeigen Sie: Eine Eilinie konstanter Breiteb hat den Umfangπb.

Hinweis: Stellen Sieα(θ) als Funktion vonh undn dar.
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Übung 2.17 Sei0A = 2a der Durchmesser eines KreisesS1 und 0Y bzw.AV seien die
Tangenten anS1 in 0 bzw.A. Eine Halbgerader von 0 aus treffe den KreisS1 in C und
die GeradeAV in B. Auf 0B betrachten wir den Abschnitt0p = CB. Wenn wirr um 0
rotieren, beschreibt der Punktp eine Kurve, genannt Kissoide des Diocles. Nehmen Sie0A
alsx-Achse und0Y alsy-Achse.

1. Zeichnen Sie ein Bild und beweisen Sie, dass die Spur von

α(t) =

(
2at2

1 + t2
,

2at3

1 + t2

)
, t ∈ R,

die Kissoide des Diocles ist.

2. Zeigen Sie, dass der Ursprung(0, 0) ein singul̈arer Punkt der Kissoide ist.

3. Bei t → ∞ approximiertα(t) die Geradex = 2a und α′(t) → (0, 2a). Deshalb
approximieren die Kurve und ihre Tangente die Geradex = 2a bei t → ∞; wir
nennenx = 2a eine Asymptote an die Kissoide.

Übung 2.18 Betrachten Sie die Abbildung

α(t) =





(t, 0, e−1/t2), t > 0

(t, e−1/t2 , 0), t < 0
(0, 0, 0), t = 0.

1. Beweisen Sie, dassα eine differenzierbare Kurve ist, und zwarα ∈ C∞(R).

2. Beweisen Sie, dassα regulär ist für alle t und dass die Kr̈ummung vonα nur im
Nullpunkt verschwindet, alsoκ(t) 6= 0 für t 6= 0 undκ(0) = 0.

3. Zeigen Sie, dass der Grenzwert der Schmiegebenen beit → 0, t > 0 die Ebeney = 0
ist, aber der Grenzwert der Schmiegebenen beit→ 0, t < 0 die Ebenez = 0 ist.

4. Was bedeutet das für die Torsion?

Übung 2.19 Es seiα : [a, b) → R2 eine regul̈are Kurve. Es gebe eint0 mit a < t0 < b so,
dass der Abstand|α(t)| vom Ursprung zur Spur vonα ein Maximum beit0 hat. Beweisen
Sie, dass f̈ur die Krümmungκα vonα bei t0 gilt: |κα(t0)| ≥ 1/|α(t0)|.

Übung 2.20 Gibt es eine einfache geschlossene Kurve in der Ebene mit einer Länge von 6
Metern, die einen Fl̈acheninhalt von 3 Quadratmetern umschließt?

Übung 2.21 Es seiα : I → R2 eine glatte, geschlossene Kurve mit LängeLα und Rotati-
onsindexI(α). Für die Krümmung gelte

∣∣κα(t)
∣∣ ≤ c. Beweisen Sie:

Lα ≥ 2πI(α)

c
.
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Übung 2.22 Es seiα : [a, b) → R2 eine regul̈are einfach geschlossene konvexer Kurve und
Tw(α) sei die Tangente zuα im Punktw ∈Spurα. Zeigen Sie:

1. Wenn eine GeradeRα in zwei Punktenv, w ∈Spurα tangential anα anliegt undv 6= w
ist, dann tangiert die Gerade die Kurve im ganzen Intervall[w, v] ⊂ Tw(α)∩Spurα.

2. Wenn eine GeradeRα die Kurveα im einem Punktv ∈Spurα schneidet, dann existiert
nur noch ein weiterer Schnittpunktw ∈ Tw(α)∩Spurα.
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3 FLÄCHENTHEORIE

3.1 PARAMETRISIERTE FLÄCHEN

Definition 3.1 Eine Abbildung

X = (X1, X2, X3)
⊤ : Ω → R

3 (3.1)

eines offenen GebietsΩ ⊂ R2 auf den RaumR3 nennt manparametrisiertes Flächenstück,
wenn gilt:

i. Die skalaren FunktionenX1, X2 undX3 (die Komponenten vonX) sind stetig diffe-
renzierbarXj ∈ C1(Ω), j = 1, 2, 3.

ii. X ist ein Hom̈omorphismus, das heißstX besitzt eine stetige InverseX−1 : SpurX →
Ω, die die Einschr̈ankungX−1 = F

∣∣
Spur X

einer stetigen AbbildungF : W → R2 auf
SpurX ⊂W ist.

iii. F ür alle (u, v) ∈ Ω hat die lineare Abbildung (die Jakobi Matrix)

DX(u,v) := J(u,v) =



X1,u X1,v

X2,u X2,v

X3,u X3,u


 : R

2 → R
3 (3.2)

maximalen Rang (Rang 2) und ist deshalb injektiv.

Definition 3.2 Der Untervektorraum

DX(u,v)(R
2) =: T(u,v)X ⊂ R

3 (3.3)

heißt dieTangentialebene(oder dieTangentialraum) vonX im Punkt(u, v). Die Elemente
vonT(u,v)X heißenTangentialvektorenanX im Punkt(u, v).

Ist (3.1) eine Fläche und
{
e1, e2

}
, e1 = (1, 0)⊤, e1 = (0, 1)⊤ die kanonische Basis des

R2, so sinde1 und e2 tangential an die “Koordinatenkurven”(u, v0) und (u0, v) im Punkt
(u0, v0) ∈ Ω. Das Bild der “Koordinatenkurven” wird auf die KurvenX(u, v0) ⊂ SpurX
und X(u0, v) ⊂ SpurX abgebildet und deren Tangentvektoren im PunktX(u0, v0) ∈
SpurX sindXu(u, v0),Xu(u0, v). Nach Definition des Differentials gilt

DX(u,v)e1 = Xu , DX(u,v)e2 = Xv .

Da die Jakobi MatrixJ(u,v) maximalen Rang 2 hat (vgl. (3.2)), sind die Tangentvektoren
Xu, Xv linear unabhängig. Da

{
e1, e2

}
Basisvektoren desR2 sind (siehe§ 1.5), die durch

DX(u,v) auf
{
Xu, Xv

}
abgebildet werden, ist

{
Xu, Xv

}
eine Basis des Tangentialraums

T(u,v)X. Ist alsoV ∈ T(u,v)X ein Tangentialvektor anX in (u, v), so gibt es Zerlegungsko-
effizientenα, β ∈ R mit

V = αDX(u,v)e1 + βDX(u,v)e2 = αXu + βXv .
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Lemma 3.3 Der TangentialraumT(u,v)X wird von den linear unabḧangigen Tangentialvek-
torenXu undXv aufgespannt:

T(u,v)X =
{
αXu + βXv : α, β ∈ R

}
.

Beispiel 3.4X : R2 → R3 mitX(u, v) = A+uB+vC,A,B,C ∈ R3 ist genau dann eine
Fläche, wennDX = (B,C) Rang 2 hat, also wennB undC linear unabḧangig sind.

Die TangentialebeneT(u,v)X = TX ist die von den VektorenB undC aufgespannte
Ebene.SpurX = X(R2) ist die affine EbeneA+ TX.

Graphenflächef(u, v) = sin u cos v

Fig. 3.1

(0, 0)

Fig. 3.2

Beispiel 3.5 Es seif : Ω → R differenzierbar. Die Abbildung

Xf(u, v) := (u, v, f(u, v))⊤ (3.4)

heißtGraphenabbildung. X = Xf ist immer eine Fl̈ache, derGraph von f, da das Diffe-
rential

Xu =




1
0
fu


 = (1, 0, fu)

⊤ , Xv =




0
1
fv


 = (0, 1, fv)

⊤ , DX =




1 0
0 1
fu fv




bzgl. der kanonischen Basen vonR2 undR3 maximalen Rang 2 besitzt.

Die Tangentialebene ist

T(u,v)X =
{
λXu + µXv : λ, µ ∈ R

}
=
{
(λ, µ, λfu + µfv)

⊤ : λ, µ ∈ R
}
.

Beispiel 3.6 Ω = D2 =
{
(u, v)⊤ ∈ R2 : u2 + v2 < 1

}
, f : D2 → R, f(u, v) =√

1 − u2 − v2. Dann istSpurX die obere Hemispḧare der Einheitsspḧare

S
2 =

{
x ∈ R

3 : |x| = 1
}

(3.5)
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und

fu =
−u√

1 − u2 − v2
=

−u
f(u, v)

,

fv =
−v√

1 − u2 − v2
=

−v
f(u, v)

,

T(u,v)X =

{(
λ, µ,

λu+ µv

f(u, v)

)⊤

: λ, µ ∈ R

}
.

Insbesondere gilt

T(0,0)X =
{
(λ, µ, 0)⊤ : λ, µ ∈ R

}
= R

2 × {0} ⊂ R
3 .

Definition 3.7 Ein Vektorfeld ist eine differenzierbare Abbildung

V : Ω → R
3 .

(u, v)

V (u, v)

Fig. 3.3

Das VektorfeldV heißttangential längs ei-
ner FlächeX : Ω → R3, falls gilt

V(u,v) ∈ T(u,v)X für alle (u, v) ∈ Ω;

Das VektorfeldV heißt normal längs die
FlächeX, falls gilt

V(u,v) ⊥ T(u,v)X für alle (u, v) ∈ Ω;

m
V(u,v) ·W = 0 für alle W ∈ T(u,v)X .

Vorstellung: jedemz(u, v) ∈ SpurX wird ein VektorV (u, v) zugeordnet.

Beispiel 3.8Xu, Xv : Ω → R
3 sind tangentiale Vektorfelder längsX,

Nu,v := Xu × Xv : Ω → R3 ist ein normales Vektorfeld längsX, weil Nu,v zu den
Basivektoren des Tangentialraumes(Xu, Xv) orthogonal steht (siehe Eigenschaft V.4 des
Vektorprodukts in(1.46)) und deshalb natürlich auch zu allen Tangentialvektoren der Fläche
SpurX im PunktX(u, v).

Die gerade erwähnten Vektoren sind sehr wichtig und wir werden auf dieses Thema in
Definition 3.10 zurückgreifen.

Satz 3.9 Es seiV : Ω → R3 ein Vektorfeld l̈angs der Fl̈acheX : Ω → R3.

Dann gibt es differenzierbare Funktionenα, β : Ω → R mit

V (u, v) = α(u, v)Xu(u, v) + β(u, v)Xv(u, v) . (3.6)
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Sind umgekehrtα, β : Ω → R differenzierbar, so wird durch(3.6) ein tangentiales
Vektorfeld l̈angs X definiert.

Beweis:FallsV : Ω → R3 ein tangentiales Vektorfeld längsX ist, so kannV (u, v) in der
Form (3.6) dargestellt werden. Mit anderen Worten: man kannV (u, v) bezüglich der Basis
Xu, Xv des zweidimensionalen TangentialraumesT(u,v)X zerlegen (siehe Lemma 3.3).

Nun sei V gegeben in der Form (3.6). Dann folgt

αXu ·Xu + βXv ·Xu = V ·Xu ,

αXu ·Xv + βXv ·Xv = V ·Xv ,

also mit

E = E (u, v) = |Xu|2 , F = F (u, v) = Xu ·Xv , G = G (u, v) = |Xv|2 (3.7)

bekommen wir [
E F

F G

] [
α
β

]
=

[
V ·Xu

V ·Xv

]
. (3.8)

Aus Lemma 1.27.ii, mit der speziellen Wahlu = x = Xu, v = y = Xv, folgt

E G − F
2 = |Xu|2|Xv|2 − (Xu ·Xv)

2 = |Xu ×Xv|2 > 0 (3.9)

da |Xu ×Xv| = 0 genau dann, wennXu, Xv linear abhängig sind (vgl. V.2 in§ 0.6). Aber
wir schließen lineare Abhängigkeit aus, daX eine Fläche ist (vgl. Definition 3.1). Es folgt

GX :=
[
gjk

]
2×2

=

[
E F

F G

]
,

inf
u,v∈Ω

detGX(u, v) = inf
u,v∈Ω

[
E (u, v)G (u, v) − F 2(u, v)

]
> 0 .

(3.10)

Aus (3.8) folgt
[
α
β

]
= G−1

X

[
V ·Xu

V ·Xv

]
=

1

E G − F 2

[
G −F

−F E

] [
V ·Xu

V ·Xv

]
. (3.11)

α, β : Ω → R sind differenzierbare Funktionen, dennXu,Xv sind differenzierbar.

Dass durch die Darstellung (3.6) mit differenzierbarenα, β : Ω → R ein tangentiales
Vektorfeld längsX definiert wird, ist offensichtlich, dennXu undXv sind schon tangentiale
Vektorfelder. Damit ist auch die letzte Aussage gezeigt.

Definition 3.10 X : Ω → R3 sei eine regul̈are Fläche. Die AbbildungN : Ω → S2 auf die
EinheitsspḧareS2 (Einheits-Normalen-Feld) ist definiert durch

N(u, v) :=
Xu(u, v) ×Xv(u, v)∣∣Xu(u, v) ×Xv(u, v)

∣∣ , (u, v)⊤ ∈ Ω , (3.12)

heißtGauß’scheAbbildung.

Das Tripel an Vektofeldern
{
Xu, Xv, N

}
längs der Fl̈acheSpurX heißt dasGauß’sche

(begleitende) Dreibeinan die Fl̈ache.
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N

(u, v)
Xv

Xu

N

(u, v)

Xv

Xu

Das Gauß’sche Dreibein (orientiert positiv!)

Fig. 3.4

Bemerkung 3.11 Die VektorfelderXu undXv sind linear unabḧangig und das Vektorfeld
Nu,v steht senkrecht zu den beiden anderen:Xu ·Nu,v = Xv ·N = 0 (vgl Beispiel 3.8).

Außerdem,
{
Xu, Xv, N

}
bildet ein positiv orientierte Basis, da

det [Xu, Xv, N ] =
det
[
Xu, Xv, Xv ×Xv

]
∣∣Xv ×Xv

∣∣ =
∣∣Xv ×Xv

∣∣ > 0

(vgl. Lemma 1.27.i und(3.9)).

Definition 3.12 Es seiX : Ω → R3 eine Fl̈ache. EineUmparametrisierung vonX ist
gegeben durch einen Diffeomorphismusϕ : Ω̃ → Ω, wobeiΩ̃ ⊂ R

2 ein offenes Gebiet ist.
Man nennt

X̃ := X ◦ ϕ : Ω̃ → R
3 (3.13)

dieumparametrisierte Fläche. Offenbar giltSpur X̃ = SpurX.

Ist detDϕ > 0 auf Ω̃, so heißtϕ orientierungstreu.

Bemerkung 3.13 Die Eigenschaft einer Fläche
”
Umparametrisierung einer anderen Fläche

zu sein“ definiert auf der Klasse der Flächen eineÄquivalenzrelation:X̃ ≃ X ⇔ X̃ ist
eine Umparametrisierung von X. JedeÄquivalenzklasse entspricht einer unparametrisierten
FlächeSpurX.

Es ist offensichtlich, dass nurzwei unterschiedliche Orientierungeneiner Fläche exis-
tieren und eine Parametertransformation, die nicht orientirungsuntreu ist, verwandelt eine
Orientierung in die andere.

Wir werden folgende Notation zur Beschreibung der Orientierung der Parametertrans-
formation verwenden:signϕ = sign detDϕ(u, v) = −+1.
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Lemma 3.14 Seiϕ : Ω̃ → Ω eine Parametertransformation (orientierungstreusignϕ =
+1 oder orientierungsuntreusignϕ = −1) und bezeichnẽX := X ◦ ϕ die transformierte
Fläche. Die Parametertransformation läßt die Gauß’sche Abbildung bis auf das Vorzeichen
unver̈andert:Ñ(u, v) = signϕN

(
ϕ(u, v)

)
.

Insbesondere ist die Gauß’sche Abbildung invariantÑ(u, v) = N
(
ϕ(u, v)

)
unter orien-

tierungstreuem Parameterwechselsignϕ = +1.

Beweis. DaDX̃(u, v) = (DX)
(
ϕ(u, v)

)
Dϕ(u, v), von (1.48) und (3.12) folgt

Ñ(u, v) =
X̃u × X̃v∣∣X̃u × X̃v

∣∣ =
detDϕ(u, v)

(
Xu ×Xv

)(
ϕ(u, v)

)
∣∣detDϕ(u, v)

∣∣(∣∣Xu ×Xv

∣∣)(ϕ(u, v)
)

= signϕ

(
Xu ×Xv

)(
ϕ(u, v)

)
(∣∣Xu ×Xv

∣∣)(ϕ(u, v)
) = signϕN

(
ϕ(u, v)

)
.

Beispiel 3.15Für die Graphenabbildung

Xf(u, v) := (u, v, f(u, v))⊤ , f : Ω → R , Xf : Ω → R
3 (3.14)

(vgl. Beispiel 3.5) erhalten wir

Xu =
(
1, 0, fu

)⊤
, Xv =

(
0, 1, fv

)⊤
, Xu ×Xv =

(
− fu,−fv, 1

)⊤
(3.15)

(vgl. (1.44)) und

∣∣Xu ×Xv

∣∣ =

√
1 +

∣∣∇ f
∣∣2 , N(u, v) =

1√
1 +

∣∣∇ f
∣∣2
(
−∇ f, 1

)⊤
(3.16)

wobei
∇ f(u, v) =

(
fu(u, v), fv(u, v)

)⊤

den Gradienten vonf bezeichnet (vgl.(1.53)).

z

L C

x

y

Rotationsfläche

Fig. 3.5

Beispiel 3.16Es seiC eine regul̈are ebene Kurve und
L eine Gerade, dieC nicht trifft (vgl. Fig. 3.5). Eine
Drehung vonC um die AchseL liefert eine Rotations-
fläche. Ohne Einschränkung seiL die z-Achse in der
(x, 0, z)-Ebene, undC liege rechts von derz-Achse.
Es seiγ(t) = (f(t), g(t))⊤, a < t < b, f(t) > 0, eine
reguläre Parametrisierung vonC. Definiere:

X : (0, 2π) × (a, b) → R3 ,

X(u, v) := (f(v) cos u, f(v) sin u, g(v))⊤ .
(3.17)

Dann ist

Xu = (−f(v) sin u, f(v) cos u, 0)⊤ ,

Xv = (f ′(v) cos u, f ′(v) sin u, g′(v))⊤ .
(3.18)
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Aus|Xu×Xv|2 = E G −F 2 = f 2|γ′|2 > 0 folgt, dass durchSpurX tats̈achlich eine Fl̈ache
definiert wird. F̈ur die Gauß-Abbildung ergibt sich

N =
(g′(v) cos u, g′(v) sin u,−f ′(v))⊤√

[f ′(v)]2 + [g′(v)]2
. (3.19)

3.2 ERSTE FUNDAMENTALFORM

Lemma 3.17 Die Abbildung

IGX
: T(u,v) → R2

GX
, IGX

(U) = U , (3.20)

U = α1Xu + α2Xv ∈ T(u,v)X , U = (α1, α2)
⊤ ∈ R2 ,

(siehe(3.10) für GX) bildet in den Euklidischen RaumR2
GX

ab. Statten wir diesen mit der
Metrik

(U, V ) = (U, V )GX
:= GXU · V =

2∑

j.k=1

gjkαjβk , U, V ∈ R
2 (3.21)

aus, dann istIGX
eine Isometrie zwischenT(u,v) undR2

GX
:

‖IGX
U‖2

GX
= ‖U‖2

GX
= (U,U)GX

= (U,U) = ‖U‖2 . (3.22)

Die bilineare Form

I(u,v)(U, V ) = (U, V ) := U · V = GXU · V , U, V ∈ T(u,v) (3.23)

ist simmetrish und positiv definit.

Beweis:Da‖ · ‖2
GX

tatsächlich eine Norm darstellt, uberprüfen wir, dass‖U‖2
GX

= 0 impli-
ziertU = 0. In der Tat folgt aus0 = ‖U‖2

GX
= (U,U) = ‖U‖2: U = αXu+βXv = 0, wobei

(α, β)⊤ = U ∈ R2
GX

. Da die BasisvektorenXu,Xv linear unabhängig sind, folgtα = β = 0

und schließlichU = (α, β)⊤ = 0.

Beide anderen Grundeigenschaften der Norm sind trivial nachweisbar.

Dass die BilinearformI(u,v) in (3.23) symmetrisch istI(u,v)(U, V ) = I(u,v)(V, U) ist
offensichtlich und daI(u,v)(U, V ) positiv definit istI(u,v)(U,U) = 0 ⇒ U = 0, folgt ummit-
telbar aus (3.21) und (3.22).

Definition 3.18 Es seiX : Ω → R3 eine Fl̈ache.
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i. Für (u, v) ∈ Ω induziert die InklusionT(u,v)X →֒ R3 durch das Euklidische Ska-
larprodukt auf demR

3 eine Bilinearform auf der TangentialebeneT(u,v)X, die Erste
Fundamentalform I(u,v) in (3.23).

Außer der SchreibweiseI(u,v) sind auchI, g, g(u, v) gebr̈auchlich.

ii. Die durch die lineare AbbildungDX(u,v) : R2 → R3 durch das Skalarprodukt imR3

induzierte symmetrische Bilinearform aufR2
GX

I(u,v)(U, V ) := DX(u,v)(U) ·DX(u,v)(V ) (3.24)

heißtebenfalls Erste Fundamentalform.

Bemerkung 3.19 Die lineare AbbildungDX(u,v) : R2 → T(u,v)X ist bijektiv und eine
Isometrie bzgl. der Ersten Fundamentalform, Also ist keineUnterscheidung notwendig, wenn
R2 undT(u,v)X mittelsDX(u,v) identifiziert werden:

U, V ∈ R
2 , U, V ∈ T(u,v)X , U = DX(u,v)(U) , V = DX(u,v)(V )

dann (3.25)

I(u,v)(U, V ) = DX(u,v)(U) ·DX(u,v)(V ) = U · V = I(u,v)(U, V ) .

Lemma 3.20 Die FundamentalmatrixGX =
[
gjk

]
2×2

der Ersten Fundamentalform bzgl.

der kanonischen Basis
{
Xu, Xv

}
vonT(u,v)X (vgl. Lemma 1.25) ist gegeben durch die Glei-

chungen(3.10)und(3.7) (Klassische Notation, eingeführt von Gauß):

g11 = Xu ·Xu = E , g12 = g21 = Xu ·Xv = F , g22 = Xv ·Xv = G . (3.26)

GX =
[
gjk

]
2×2

ist auch die Fundamentalmatrix der Ersten FundamentalformI(u,v) auf

R
2 bzgl. der kanonische Basis

{
e1, e2

}
desR

2 (vgl. (1.27), (1.29)).

Beweis: Die IdentifizierungT(u,v)X ∼= R2 gelingt durch Abbildung (3.20), denn sie transfor-
miert die Erste Fundamentalform in folgende bilineare Form

I(U, V ) = U · V =
(
α1Xu + α2Xv

)
·
(
β1Xu + β2Xv

)

= Eα1β1 + F (α1β2 + α2β1) + Gα2β2 = GXU · V ,

U, V ∈ T(u,v) , U = α1Xu + α2Xv , V = β1Xu + β2Xv ,

U, V ∈ R
2 , U = (α1, α2)

⊤ , V = (β1, β2)
⊤

(vgl. (3.7)-(3.10) und (3.26)).
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Korollar 3.21 (i) Die Erste FundamentalformI(u,v)) einer FlächeX : Ω → R3, X ∈
C2(Ω), ist symmetrish und positiv definit.

(ii) Die Abbildung(u, v) 7→ I(u,v) ist differenzierbar aufΩ, d.h. die Koeffizientengjk :
Ω → R der Fundamentalmatrix sind differenzierbare Funktionen.

Beweis: Zu (i): siehe Lemma 3.17.

Zu (ii): Folgt aus der Koeffizientendarstellung (3.26).

Bemerkung 3.22 Offenbar ist die Differenzierbarkeit der Ersten Fundamentalform auf Fl̈a-
cheX : Ω → R3,X ∈ C2(Ω), äquivalent dazu, dass für beliebige tangentiale Vektorfelder
U, V : Ω → R3 längsX die Abbildung

Ω ∋ (u, v) 7→ I(u,v) (U(u, v), V (u, v)) = aãE + (ab̃+ ãb)F + b̃bG

differenzierbar ist, wobeiU = aXu + bXv, V = ãXu + b̃Xv (vgl. Satz 3.9).

Satz 3.23 (Invarianz). Es seiX : Ω → R3 eine Fl̈ache.

i. Ist B : R3 → R3 eine Bewegung, so ist auch̃X := B ◦X eine Fl̈ache und es gilt:

I(U, V ) = Ĩ (DB(U), DB(V )) für U, V ∈ T(u,v)X . (3.27)

ii. Ist ϕ : Ω̃ → Ω eine Parametertransformation und̃X = X ◦ ϕ, so gilt

Ĩ(u,v)(U, V ) = Iϕ(u,v)(U, V ) für U, V ∈ T(u,v)X̃ = Tϕ(u,v)X , (3.28)

sowie

Ĩ(u,v)(U, V ) = Iϕ(u,v)

(
Dϕ(u,v)(U), Dϕ(u,v)(V )

)
für U, V ∈ R

2 . (3.29)

Beweis:Zu (i): FallsB(X) = R(X) + T (RotationR ∈ O(3) und TranslationT ), dann ist
die Ableitung gegeben durchDB = R, R⊤ = R−1. Im Punkt(u, v) ∈ Ω folgt:

Ĩ (DB(U), DB(V )) = Ĩ(RU,RV ) = RU · RV = R⊤RU · V = U · V = I(U, V )

für alleU, V ∈ T(u,v)X.

Zu (ii): Für U, V ∈ R2 gilt

Ĩ(u,v)(U, V ) = Ĩ(u,v)(U, V ) = DX̃(u,v)(U) ·DX̃(u,v)(V )

=
[
DXϕ(u,v) ·Dϕ(u, v)

]
(U) ·

[
DXϕ(u,v) ·Dϕ(u, v)

]
(V )

= Iϕ(u,v)

(
Dϕ(u,v)(U), Dϕ(u,v)(V )

)
= Iϕ(u,v)(U, V ) ,

wobeiU = Dϕ(u,v)(U) undV = Dϕ(u,v)(V ).

Die Erste Behauptung ist klar, daSpurX=Spur X̃.
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Korollar 3.24 Istϕ : Ω̃ → Ω eine Parametertransformation mit

ϕ(ũ1, ũ2) =
(
u1(ũ1, ũ2), u2(ũ1, ũ2)

)⊤
,

so gilt für die FundamentalmatrizeñGX =
[
g̃ij

]
2×2

von X̃ := X ◦ ϕ undGX =
[
gij

]
2×2

vonX

G̃X =
(
Dϕ
)⊤
GX Dϕ . (3.30)

oder, in Details:

g̃jk(ũ) =

2∑

ℓ,m=1

∂uℓ

∂ũj

∂um

∂ũk
gℓm(ϕ(ũ)) =

2∑

ℓ,m=1

∂uℓ

∂ũj

∂um

∂ũk
gℓm(u) (3.31)

Beweis:Mit U, V ∈ R2 (vgl. (3.29)) folgt (vgl. (3.30)):

Ĩ(U, V ) = GX DϕU ·DϕV =
(
Dϕ
)⊤
GX DϕU · V = G̃X U · V .

Beispiel 3.25Für die GraphenabbildungXf : Ω → R3, Xf(u, v) := (u, v, f(u, v))⊤

mit f : Ω → R differenzierbar (vgl. Beispiel 3.5 und Beispiel 3.15) erhalten wir für die
Koeffizienten die folgenden Ausdrücke:

E = 1 + f 2
u , F = fufv , G = 1 + f 2

v , Gf =

[
1 + f 2

u fufv

fufv 1 + f 2
v

]
, (3.32)

Beispiel 3.26Für die Rotationsfl̈acheX(u, v) = (f(v) cos u, f(v) sin u, g(v))⊤ mitf(v) >
0 (vgl Beispiel(3.16)) berechnen wir unkompliziert:

E = f 2 , F = 0 , G = (f ′)2 + (g′)2 , GX =

[
f 2 0
0 (f ′)2 + (g′)2

]
, (3.33)

Insbesondere gelten für den ZylinderX(u, v) = (cos u, sin u, v)⊤ die Formeln:

E = 1 , F = 0 , G = 1 , GX =

[
1 0
0 1

]
= E . (3.34)

Beispiel 3.27Das HelikoidHd wird erzeugt von Geraden die parallel zurxy-Ebene durch
jeden Punkt der Helix (siehe Beispiel 1.14) und diez-Achse gezogen sind. Wenn der Helix
mit dem Funktionα(u) = (cos u, sin u, au)⊤ dargestellt ist (siehe Beispiel 1.14), werde
der HelikoidHd mit dem folgendem Funktion dargestellt (siehe auch Beispiel Beispiel 3.78
sp̈ater):

Hd(u, v) = (v cos u, v sin u, au)⊤ , u ∈ [0, 2π) , −∞ < v <∞ .
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Nach kurzer Rechnung erhalten wir:

Xu = (−v sin u, v cos u, c)⊤ , Xv = (cos u, sin u, 0)⊤ ,

N =
1√

c2 + v2
(−c sin u, c cos u,−v)⊤ ,

E = c2 + v2 , F = 0 , G = 1 , GHd =

[
c2 + v2 0

0 1

]
.

(3.35)

3.3 ZWEITE FUNDAMENTALFORM

Satz 3.28Für eine Fl̈acheX : Ω → R3 und die assoziierte Gauß-AbbildungN : Ω → S2

(vgl. (3.12)sind die AbleitungenNu undNv tangentiale Vektorfelder:

Nu, Nv ∈ T(u,v)X und DN(u,v)(R
2) ⊂ T(u,v)X . (3.36)

Beweis:Das DifferentialDN(u,v) : R2 → R3 ist eine lineare Abbildung und es gilt

DN(u,v)(R
2) = span

{
DN(u,v)(e1), DN(u,v)(e2)

}
= span

{
Nu, Nv

}
.

Andererseits daN ·N = |N |2 ≡ 1, liefern die Ableitungen:

N ·Nu ≡ N ·Nv ≡ 0 . (3.37)

N

Nv

Nu

(u, v)
Xv

Xu

N

Nv

Nu

(u, v)

Xv

Xu

Fig. 3.6

Also stehtN(u, v) senkrecht zu VektorenNu, Nv und damit aufDN(u, v)(R2); ande-
rerseits ist laut Definition

N⊥
(u,v) = span

{
Xu, Xv

}
= T(u,v)X

und daherNu, Nv ∈ T(u,v)X.
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Satz 3.29Die Abbildung

R
2 × R

2 ∋ (U, V ) → −DN(u,v)(U) ·DX(u,v)(V ) ∈ R (3.38)

ist wohldefiniert, weilDN(u,v)(U), DX(u,v)(V ) ∈ T(u,v)X, und induziert eine symmetrische
Bilinearform aufR2.

Beweis:Offenbar ist die Abbildung bilinear, daDN(u,v) undDX(u,v) linear sind. Differen-
tiation der VerknüpfungenN ·Xu ≡ 0 undN ·Xv ≡ 0 liefert

Nv ·Xu = −N ·Xuv = −N ·Xvu = Nu ·Xv . (3.39)

Da

DN(u,v) =
[
Nu, Nv

]
, DX(u,v) =

[
Xu, Xv] , U = (U1, U2)

⊤ , V = (V1, V2)
⊤

wir bekommen

−DN(u,v)(U) ·DX(u,v)(V ) = −(Nu ·Xu)U1V1 − (Nu ·Xv)U1V2

− (Nv ·Xu)U2V1 − (Nv ·Xv)U2V2

= −(Nu ·Xu)U1V1 − (Nv ·Xu)U1V2

− (Nu ·Xv)U2V1 − (Nv ·Xv)U2V2

= −DX(u,v)(U) ·DN(u,v)(V ) ,

also die behauptete Symmetrie.

Definition 3.30 Die symmetrische Bilinearform

U, V ∈ R
2 : II(U, V ) = II(u,v)(U, V ) := −DN(u,v)(U) ·DX(u,v)(V ) (3.40)

(vgl. (3.37)) heißt dieZweite Fundamentalform vonX im Punkt(u, v) ∈ Ω.

DaX eine reguläre Fläche ist, ist die lineare Abbildung

DX(u,v) : R
2 → T(u,v)X , (3.41)

zwischen zwei zweidimensionalen Vektorräumen bijektiv.Deshalb können wir die Zweite
Fundamentalform aufR2 identifizieren mit der durchDX(u,v) auf T(u,v)X induzierten bili-
nearen Form:

IITX
(u,v)(U, V ) = −

[
DN(u,v)DX

−1
(u,v)U

]
· V

= IIR
2

(u,v)

(
DX−1

(u,v)U,DX
−1
(u,v)V

)
, U, V ∈ T(u,v)X . (3.42)
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Definition 3.31 Die Abbildung

S(u,v) := −DN(u,v)DX
−1
(u,v) : T(u,v)X → T(u,v)X (3.43)

heißt Weingarten-Abbildung. Mit ihr l äßt sich die Zweite Fundamentalform(3.42) auf
T(u,v)X schreiben als

II(u,v)(U, V ) = S(u,v)U · V , U, V ∈ T(u,v)X . (3.44)

Satz 3.32Die FundamentalmatrixBX =
[
bjk
]
2×2

der zweiten Fundamentalform bzgl. der

kanonischen Basis
{
Xu, Xv

}
vonT(u,v)X (vgl. Lemma 1.27) ist durch die folgenden Glei-

chungen gegeben:(2)

b11 = −Nu ·Xu = N ·Xuu = L ,

b12 = −Nu ·Xv = N ·Xuv = −Nv ·Xu = b21 = M , (3.45)

b22 = −Nv ·Xv = N ·Xvv = N .

Damit kann man die Zweite Fundamentalform aufT(u,v)X schreiben als

II(u,v)(U, V ) = BXU · V , BX =

[
L M

M N

]
, (3.46)

wobei
U = (α1, α2)

⊤ ∈ R
2 , V = (β1, β2)

⊤ ∈ R
2

fallsU = α1Nu + α2Nv ∈ T(u,v)X, V = β1Xu + β2Xv ∈ T(u,v)X.

Beweis: Mit Hilfe von (3.39) und der Differentiation der VerknüpfungenN · Xu ≡ 0 und
N ·Xv ≡ 0 erhalten wir:

Nu ·Xu = −N ·Xuu , Nv ·Xv = −N ·Xvu . (3.47)

Mit (3.39) und (3.47) beweisen wir die Behauptung analog wieim Beweis zu Lemma 3.20.

Bemerkung 3.33 Merke, dass die VektorenNu undNv linear abḧangig sein k̈onnen - im
Gegensatz zuXu undXv (sie sogar verschwinden:Nu = Nv = 0 in einem Punkt oder in
einem Gebiet).

Aber fallsNu undNv linear unabḧangig sind, k̈onnen wir den Euklidischen RaumR2
BX

mit der Metrik

(U, V )BX
:= BXU · V =

2∑

j.k=1

bjkαjβk , U, V ∈ R
2 (3.48)

(2)Klassische, von Gaußeingeführte Notation.
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ausgestatten, wobeiU =
(
α1, α2

)⊤
, V =

(
β1, β2

)⊤
. Dann ist die Abbildung

IBX
: T(u,v) → R

2
BX

, IBX
(U) = U , (3.49)

U = α1Xu + α2Xv ∈ T(u,v)X , U = (α1, α2)
⊤ ∈ R2 ,

eine Isometrie zwischen den beiden zweidimensionale RäumenT(u,v) undR2
BX

:

‖U‖BX
= (U,U )BX

= (U,U) = ‖U‖ . (3.50)

Bemerkung 3.34 Allgemein gilt: eine beliebige MatrixH =
[
hjk

]
2×2

, die positiv definit
ist

(H U,U) > 0 für 0 6= U ∈ R
2 ,

definiert dieRiemann’sche Metrik

(U, V )H := H U · V , (3.51)

die durch die Abbildung

IH : T(u,v) → R2
H
, IH (U) = U , (3.52)

U = α1Xu + α2Xv ∈ T(u,v)X , U = (α1, α2)
⊤ ∈ R

2 ,

isometrisch auf den TangentialraumT(u,v) übertragbar ist (vgl. Lemma 3.17 und Bemerkung
3.33):

‖U‖H = (U,U )H = (U,U) = ‖U‖ . (3.53)

Bemerkung 3.35 Falls die VektorenNu,Nv linear unabḧangig sind (vgl. Bemerkung 3.33),
besitzt der TangentialraumT(u,v)X zwei ausgezeichnete Systeme von Basisvektoren:

T(u,v)X = span
{
Xu, Xv

}
= span

{
Nu, Nv

}
. (3.54)

Unter diesen Voraussetzungen ist die Weingarten Abbildung(3.43) nichts anderes als die
Matrix des Basiswechsels. Zusammen mit den Isometrien(3.20) und (3.49) bildet sie das
folgendekommutative Diagramm

T(u,v)X = span
{
Xu, Xv

} S(u,v)−→ T(u,v)X = span
{
Nu, Nv

}

I
−1
GX

↑ ↓ IBX

R2
GX

SX−→ R2
BX

(3.55)

wobeiGX undBX die Matrizen der ersten und zweiten Fundamentalform sind (vgl. (3.10)
und(3.46)). Die Abbildung

SX = SX(u, v) := IBX
S(u,v)I

−1
GX

: R
2
GX

−→ R
2
BX

(3.56)

heißt dieWeingarten Matrix und in§ 3.6 wird die Weingarten Matrix weiter untersucht.
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Satz 3.36 (Invarianz). Die Zweite Funamentalform II(U,V) ist invariant unter eigentlichen
Bewegungen und orientierungserhaltenden Parametertransformationen (im Sinne von Satz
3.23).

Beweis:Zunächst seiB eine eigentliche Bewegung desR3. Dann ist mitX auchX̃ := B◦X
eine Fläche, und es gilt

X̃u = DB(Xu) = RXu , X̃v = DB(Xv) = RXv , Ñ = DB(N) = RN .

wobeiR⊤ = R−1, detR ≡ 1. Dann:

L̃ = −Ñu · X̃u = −RNu · RXu = R⊤RNu ·Xu = Nu ·Xu = L

und analogM̃ = M , Ñ = N . Dann mit (3.46) folgt

ĨI(u,v)(U, V ) = II(u,v)(U, V ) für U, V ∈ T(u,v)X .

Nun seiϕ : Ω̃ → Ω eine orientierungserhaltende Parametertransformation.Für X̃ :=
X ◦ ϕ ist dannÑ = N ◦ ϕ und, nach Lemma 3.14, gilt̃N(eu1,eu2) = Nϕ(eu1,eu2). Nun erhalten
wir für U, V ∈ T(eu1,eu2)X̃ = Tϕ(eu1,eu2)X

ĨI(eu1,eu2)(U, V ) = −DÑ(eu1,eu2)

[
DX̃(eu1,eu2)

]−1

U · V

= −DNϕ(eu1,eu2)Dϕ(ũ1, ũ2)
[
DXϕ(eu1,eu2)Dϕ(ũ1, ũ2)

]−1
U · V

= −DNϕ(eu1,eu2)

[
DXϕ(eu1,eu2)

]−1
U · V = IIϕ(eu1,eu2)(U, V ) .

Entsprechend ergibt sich fürU, V ∈ R2

ĨI(eu1,eu2)(U, V ) = −DÑ(eu1,eu2)(Ũ)U ·DX̃(eu1eu2)V

= −DNϕ(eu1,eu2)Dϕ(ũ1, ũ2)U ·DXϕ(eu1,eu2)Dϕ(ũ1, ũ2)V

= IIϕ(eu1,eu2)

(
Dϕ(ũ1, ũ2)U,Dϕ(ũ1, ũ2)V

)
= IIϕ(eu1,eu2)(U0, V 0) ,

wobeiU0 := Dϕ(ũ1, ũ2)U ∈ R2 undV 0 := Dϕ(ũ1, ũ2)V ∈ R2.

Bemerkung 3.37 Im Gegensatz zur Ersten FundamentalformI(U, V ) wirkt sich bei der
Zweiten FundamentalformII(U, V ) die Orientierung auf das Vorzeichen aus, weil sie auf
N und damit aufDN wirkt!

Beispiel 3.38Eine Spḧare mit RadiusR > 0

S
2
R :=

{
(x, y, z)⊤ ∈ R

3 : x2 + y2 + z2 = R2
}

(3.57)
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hat die folgende Parametrisierung

XR(u, v) := R
(
cos u sin v, sin u sin v, cos v

)⊤
, u ∈ [0, 2π) , v ∈ (0, π) . (3.58)

z

y

x

v

u

X(u, v)

Fig. 3.7

Man nennt die Koeffizientensphärische Koordinaten.
Beachten Sie, dass weder der Nordpol(0, 0, 1)⊤, noch
der S̈udpol (0, 0,−1)⊤ als Bildpunkte der Parametri-
sierung auftauchen. Es folgt

XR
u = R

(
− sin u sin v, cos u sin v, 0

)⊤
,

XR
v = R

(
cos u cos v, sin u cos v,− sin v

)⊤
,

also

E = |XR
u |2 = R2 sin2 v ,

F = XR
u ·XR

v = 0 , G = |XR
v |2 = R2

(3.59)

NR(u, v) =
XR

u ×XR
v∣∣XR

u ×XR
v

∣∣ = −
(
cos u sin v, sin u sin v, cos v

)⊤
= − 1

R
X(u, v) .

Wir schließen

II(U, V ) = −DN(U) ·DX(V ) =
1

R
DX(U) ·DX(V ) =

1

R
I(U, V ) .

Also II(U, V ) =
1

R
U · V , U, V ∈ T(u,v)X .

Beispiel 3.39Der Torus

Y (u, v) =
((
R + r sin v

)
cos u,

(
R + r sin v

)
sin u, r cos v

)⊤
(3.60)

(vgl. Fig. 3.8 und auch§ 1.4, Beispiel 3, Fig. 1.20) mit

|OA| = R , |AB| = r , 0 < r < R ,

(u, v)⊤ ∈ Ω = [0, 2π) × [0, 2π)

Rechnung:

Yu = (R + r sin v)(− sin u, cos u, 0)⊤ ,

Yv = r
(
cos u cos v, sin u cos v,− sin v

)⊤
,

E = |Yu|2 = (R + r sin v)2 , F = Yu · Yv = 0 , G = |Yv|2 = r2 (3.61)

N(u, v) = −
(
cos u sin v, sin u sin v, cos v

)⊤
.

Nu = −
(
− sin u sin v, cos u sin v, 0

)⊤
.

Nv = −
(
cos u cos v, sin u cos v,− sin v

)⊤
.
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z

y

x

u
O

A

B
v

Fig. 3.8

Es ist alsoN = −X1(u, v), wobeiX1(u, v) eine
Parametrisierung der EinheitssphäreS2 ⊂ R3 ist
(vgl. (3.58)). Es folgt

II = −DN ·DY = DX1 ·DY auf R
2

und f̈ur die Koeffizienten ergibt sich

b11 = L = −Nu · Yu = sin v(R+ r sin v) ,

b12 = M = −Nu · Yv = −Nv · Yu = 0 ,

b22 = N = −Nv · Yv = r|Nv|2 = r .

(3.62)

Beispiel 3.40Für die Graphenabbildung(3.14)(vgl. Beispiel 3.15) haben wir die Koeffizi-
enten der erste FundamentalformE , F , G (vgl. (3.32)) und den NormalenvektorN schon
berechnet (vgl.(3.16)). Uns fehlen also noch die Koeffizienten der zweite Fundamentalform:

Xuu =
(
0, 0, fuu

)⊤
, Xuv =

(
0, 0, fuv

)⊤
, Xvv =

(
0, 0, fvv

)⊤
(3.63)

und mit(3.11), (3.57),

b11 = L = N ·Xuu =
fuu√

E G − F 2
=

fuu√
1 + f 2

u + f 2
v

,

b12 = M = N ·Xuv =
fuv√

E G − F 2
=

fuv√
1 + f 2

u + f 2
v

, (3.64)

b22 = N = N ·Xvv =
fvv√

E G − F 2
=

fvv√
1 + f 2

u + f 2
v

.

Also

II(U, V ) =
1√

E G − F 2
D2f U · V =

1√
E G − F 2

[
fuu fuv

fuv fvv

]
U · V , (3.65)

U, V ∈ R
2 .

Beispiel 3.41Rotationsfl̈achen haben wir in Beispiel 3.16 eingefuhrt und die Koeffizienten
der erste FundamentalformE , F , G (vgl. (3.33)), sowie den NormalenvektorN (vgl. (3.19))
berechnet. Aus(3.18)folgt

Xuu = − (f(v) cos u, f(v) sin u, 0)⊤ ,

Xuv = (−f ′(v) sin u, f ′(v) cos u, 0)
⊤
,

Xvv = (f ′′(v) cos u, f ′′(v) sin u, g′′(v))
⊤
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und somit ergibt sich für die Koeffizienten der zweite Fundamentalform:

b11 = L = N ·Xuu = − fg′√
(f ′)2 + (g′)2

,

b12 = b21 = M = N ·Xuv = 0 , (3.66)

b22 = N = N ·Xvv =
f ′′g′ − f ′g′′√
(f ′)2 + (g′)2

.

3.4 DIE GEOMETRISCHEBEDEUTUNG DER ERSTENFUNDAMENTALFORM

Man nennt die Erste Fundamentalform einer FlächeX auch oft dieMetrische Form, denn
mit ihr ist es möglich die Länge von Kurven und den Flächeninhalt von Flächen zu bestim-
men.

Betrachte eine Kurve aufSpurX:

ω : [a, b] → Ω , −∞ < a < b < +∞ , ω =
(
ω1, ω2

)
,

γ := X ◦ ω : [a, b] → S = SpurX ⊂ R3 . (3.67)

Die LängeL(γ) der Kurve γ ist:

L(γ) =

∫ b

a

∣∣γ′(t)
∣∣ dt =

∫ b

a

√
(γ′(t), γ′(t)) dt =

∫ b

a

√
I
(
γ′(t), γ′(t)

)
dt (3.68)

(vgl. (2.5)), wobei gilt

γ′(t) = Xu

(
ω(t)

)(
ω1
)′

(t) +Xv

(
ω(t)

)(
ω2
)′

(t) ∈ Tω(t)X ,

nach Definition der Ersten Fundamentalform.

Der FlächeninhaltA(X) der FlächeX : Ω → R
3 lässt sich berechnen durch:

A(X) =

∫

Ω

∣∣Xu ×Xv

∣∣ du dv . (3.69)

WegenW =
∣∣Xu × Xv

∣∣ =
√
|Xu|2|Xv|2 −

(
Xu ·Xv

)2
(vgl. Lemma 1.27.iii) kannA(X)

durch die Erste Fundamentalform ausgedrückt werden

A(X) =

∫

Ω

√
detGX(u, v) du dv =

∫

Ω

√
E (u, v)G (u, v) − F 2(u, v) du dv . (3.70)

Hierbei istGX die Fundamentalmatrix der Ersten Fundamentalform bzgl. der kanonischen
Basis

{
Xu, Xv

}
vonT(u,v)X (vgl. (3.10)).

Wegen (3.70) nennt man

A(X)f =

∫

Ω

f(u, v)
√

detGX(u, v) du dv (3.71)

auch dasFlächenfunktional.
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Bemerkung 3.42 Der FlächeninhaltA(X) ist invariant unter Parametertransformation: Ist
ϕ : Ω̃ → Ω eine Parametertransformation und̃X = X ◦ ϕ, so giltA(X) = A(X̃).

Dies folgt aus Gleichung(3.70), denn die Koeffizienten der Ersten Fundamentalform
sind invariant unter Parametertransformation (vgl. Satz 3.23.ii).

Beispiel 3.43Die Matrix der Ersten Fundamentalform der Graphenfläche

f : Ω → R , Xf(u, v) := (u, v, f(u, v))⊤ ,

(vgl. Beispiel 3.5) hat die Gestalt

Gf =

[
1 + f 2

u fufv

fufv 1 + f 2
v

]
, W

2 = detGf = 1 + |∇ f |2 , (3.72)

wobei∇ f =
(
fu, fv

)⊤
(Gradient). F̈ur den Fl̈acheninhalt erhalten wir

A(X) =

∫

Ω

√
1 + f 2

u + f 2
v du dv =

∫

Ω

√
1 + |∇ f |2 du dv . (3.73)

Beispiel 3.44Die Erste Fundamentalform des Torus

Y (u, v) =
((
R + r sin u

)
cos v,

(
R + r sin u

)
sin v, r cos u

)⊤

(vgl. Beispiel 3.39) besitzt folgende Einträge

GY =

[
(R + r sin u)2 0

0 r2

]
, W =

√
detGY = r(R + r sin u) (3.74)

(vgl. Beispiel(3.61)). Für den Fl̈acheninhalt erhalten wir also

A(Y ) = r lim
ε→0

∫ 2π−ε

ε

∫ 2π−ε

ε

(R + r sin u) du dv = 2πrR . (3.75)

3.5 DIE GEOMETRISCHEBEDEUTUNG DER ZWEITENFUNDAMENTALFORM

SeiX : Ω → R3, Ω ⊂ R2, eine reguläre Fläche. Außerdem seiω : [0, ε] → Ω, ε > 0, mit

ω(0) = w , ω(t) = (ω1(t), ω2(t))⊤ (3.76)

eine glatte Kurve inΩ, mit Anfangswertw ∈ Ω. Dann ist

γ := X ◦ ω : [0, ε] → R
3 (3.77)
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eine glatte Kurve auf der FlächeX (auf SpurX) mit Anfangspunkt γ(0) = X(w) und
mit Anfangsgeschwindigkeit γ′(0) = Xu(w)(ω1)′(0) + Xv(w)(ω2)′(0) ∈ TwX . Im fol-
genden schreiben wir

(u1, u2) für (u, v) .

Gemäß der Definition der Ersten Fundamentalform ist dann

|γ′(0)|2 = I
(
γ′(0), γ′(0)

)
.

Zunächst nehmen wir an, dassγ nach Bogenlänges parametrisiert ist, also

γ = γ(s) , 0 ≤ s ≤ ℓ ,
∣∣γ′(s)

∣∣ ≡ 1

Dann istt(s) := γ′(s) der Einheitstangentenvektor anγ in s, und

κ(s) := |t′(s)| = |γ′′(s)| (3.78)

dieKrümmung der Kurve in s.

Fallsκ(s) 6= 0, so lässt sich derNormalenvektor n(s) definieren durch

t′(s) = κ(s)n(s). (3.79)

Im folgenden verwenden wir dieEinstein’sche Summenkonvention: in einer Summe
mit zweifach auftauchender Indexbezeichnung lassen wir das Summenzeichen weg. Bei-
spielsweise kürzen wir wie folgt ab:

n∑

k=1

ωkγk = ωkγk . (3.80)

Aus
t(s) = γ′(s) =

(
ωα
)′

(s)Xuα

(
ω(s)

)

folgt
t′(s) = γ′′(s) =

(
ωα
)′′

(s)Xuα

(
ω(s)

)
+
(
ωα
)′

(s)
(
ωβ
)′

(s)Xuαuβ

(
ω(s)

)
.

Für s = 0 multiplizieren wir skalar mitN = N(w) und verwenden die Gleichungen (3.39)
und (3.47):

N · t′(0) =
(
N ·Xuαuβ(w)

(
ωα
)′

(0)
(
ωβ
)′

(0)

=
(
−Nuα ·Xuβ(w)

(
ωα
)′

(0)
(
ωβ
)′

(0) =
(
N ◦ ω

)′
(0)
(
X ◦ ω

)′
(0)

Nach Definition der Weingartenabbildung ist also

N · t′(0) = S(w)γ′(0) · γ′(0) = II
(
γ′(0), γ′(0)

)
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bzw.

κ(0)N(w) · n(0) = II
(
γ′(0), γ′(0)

)
. (3.81)

Nun betrachten wir die VektorfelderN(s) := N
(
ω(s)

)
und s(s) := N(s) × t(s)

N

γ(s)
θ(s)

κg

κnt′ = γ′′(s)

s

t = γ′(s)

Fig. 3.9

längsγ (vgl. Fig. 3.9).
{
t(s), s(s), N(s)

}
ist das be-

gleitende orthonormale Dreibein längsγ (vgl. Defi-
nition 2.19):

N(s) ⊥ s(s) , N(s) ⊥ t(s) , t(s) ⊥ s(s) (3.82)

und daherN(s) ⊥ Tω(s)X = span
{
t(s), s(s)

}
denn

t(s) unds(s) sind linear unabhängig undTω(s)X ist
ein zweidimensionaler Raum.
Wegent · t′ ≡ 0 gehörtt′(s) zu span

{
N(s), s(s)

}

und es gibt eindeutig bestimmte Funktionenκg(s),
κn(s) mit

t′(s) = κgs(s) + κnN(s) . (3.83)

Wegen der Orthogonalitäten (3.82) gilt hierbei

κg(s) = t′(s) · s(s) und κn(s) = t′(s) ·N(s) . (3.84)

Definition 3.45 Man nenntκg(s) diegeod̈atische Krümmung undκn(s) dieNormalkrüm-
mung der Kurveγ im Punktes.

Es bezeichneθ(s) den Winkel zwischenn(s) undN(s) (oder, was gleich ist, zwischen
t′(s) undN(s)), also

θ(s) :=<) (n(s), N(s)) =<) (t′(s), N(s)) , cos θ(s) = n(s) ·N(s). (3.85)

Dann gilt, wegen der Orthogonalitäten (3.82) und wegen (3.83):

κ =
√
κ2

g + κ2
n ,

κg = t′ · s = κn · s = κ sin θ ,

κn = N · s = κn ·N = κ cos θ .

(3.86)

Aus (3.81) und der dritten Formel in (3.86) folgt dann

κn(0) = IIω(0)

(
γ′(0), γ′(0)

)
. (3.87)

Für eine reguläre, nicht notwendig nach Bogenlänge parametrisierte Kurveγ(t), erhalten wir
aus

ds

dt
= |γ′(t)| =

[
I
(
γ′(t), γ′(t)

)]1/2
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(vgl. (2.5) und (3.68)) und der Kettenregel das allgemeing¨ultige Resultat

dγ

dt
=
dγ

ds

ds

dt
=
dγ

ds

[
I
(
γ′(t), γ′(t)

)]1/2
. (3.88)

Lösen wir Gleichung (3.88) nach
dγ

ds
auf und setzen wir in (3.87) ein, dann bekommen wir

das folgende Ergebnis:

κn =
II(V, V )

I(V, V )
, V =

dγ

dt
. (3.89)

Hierbei sindI(V, V ) undII(V, V ) die Werte der Ersten und der Zweiten Fundamentalform
vonX im Punktew, κn die Normalkrümmung im Punkte0 einer Kurve

γ = X ◦ ω : [0, ε] → R
3

aufX mit Anfangswerten

γ(0) = X(w) , γ′(0) = V .

Aus (3.89) erhalten wir sofort den

Satz 3.46 (Meusnier).Ist die FlächeS : = X(Ω) eingebettet, so besitzen alle Kurven auf
S, die durch einen festen Punktp gehen und inp dieselbe Tangente haben, identische Nor-
malkrümmungen.

Betrachten wir insbesondere eingebettete FlächenX, undV sei der Geschwindigkeits-
vektor einesNormalschnittsγ (d.h. gegeben mitSpur γ ⊂ S

⋂
span

{
W,N

}
, W ∈ TwX,

N = N(w)). Dann sindn(0) undN(w) linear abhängig, alsoθ(s) = 0 und, wegen (3.86),

κg = 0 und κn = −+κ. (3.90)

In diesem Fall gilt also

κ = −+
II(V, V )

I(V, V )
. (3.91)

N

n = −N n = N

γ
γ

Fig. 3.10



3. FLÄCHENTHEORIE 87

Der Rayleigh-Quotient
II(V, V )

I(V, V )
misst also die Krümmungen aller möglichen Nor-

malschnitte der FlächeX im PunkteX(w). Das Vorzeichen des Quotienten bestimmt sich
dadurch, obn(0) in dieselbe Richtung zeigt wieN(w) oder in die entgegengesetzte Richtung
(vgl. Fig. 3.10).

Da die Schmiegebene durchspan
{
t, n
}

gegeben ist, wird in (3.91) “+” gewählt, falls
sich der Normalschnitt zuN hinkrümmtund das Vorzeichen “−”, falls sich der Normal-
schnitt vonN wegkr̈ummt.

3.6 WEINGARTEN ABBILDUNG UND KRÜMMUNGEN

Definition 3.47 Die Funktionen

κ1(w) : = min

{
II(V, V )

I(V, V )
: V ∈ TwX \ {0}

}

= min
{
II(V, V ) : V ∈ TwX , I(V, V ) = |V |2 = 1

}
, (3.92)

κ2(w) : = max

{
II(V, V )

I(V, V )
: V ∈ TwX \ {0}

}

= max
{
II(V, V ) : V ∈ TwX , I(V, V ) = |V |2 = 1

}
, (3.93)

heißenHauptkrümmungen der FlächeX im Punktw und

ρj(w) :=
1

κj(w)
, falls κj 6= 0 , j = 1, 2 (3.94)

nennt man dieHauptkrümmungsradien im Punktw.

Wir sollten uns hier an die folgende Darstellung erinnern

II(V, V ) = IIw(V, V ) = S(w)V · V ,

wobeiS = Sw der Weingarten Abbildung heißt.

Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen Maximum und Minimum annehmen, gibt
es TangentialvektorenV1, V2 ∈ TwX mit

|V1| = |V2| = 1 und κ1 = II(V1, V1) , κ2 = II(V2, V2) . (3.95)

Satz 3.48Die Hauptkr̈ummungen sind die Eigenwerte der Weingarten-Abbildung, esgilt
also

SVj = κjVj für j = 1, 2 , (3.96)

wobei die EigenvektorenV1, V2 ∈ TwX dieselben Vektoren sind wie in(3.95); sie heißen
Hauptkrümmungsrichtungen vonX im gegebenen Punkt und können orthogonal zueinan-
der geẅahlt werdenV1 · V2 = 0.
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Beweis: Die Minimum-Eigenschaft vonκ1 impliziert, dass für alleε 6= 0 und beliebige
V ∈ TwX gilt:

II(V1 + εV, V1 + εV ) ≥ κ1I(V1 + εV, V1 + εV )

bzw.

II(V1, V1) + 2εII(V1, V ) + ε2II(V, V ) ≥ κ1

{
I(V1, V1) + 2εI(V1, V ) + ε2I(V, V )

}

und Gleichheit wird erreicht mitε→ 0. WegenI(V1, V1) = 1 undII(V1, V1) = κ1I(V1, V1) =
κ1 folgt

2ε
{
II(V1, V ) − κ1I(V1, V )

}
+ ε2

{
II(V, V ) − κ1I(V, V )

}
≥ 0 ,

so dass nach Division durchε undε → 0 für beliebigeV ∈ TwX Gleichheit eintritt:

II(V1, V ) − κ1I(V1, V ) = 0 ⇐⇒ SV1 · V = κ1V1 · V .

Daraus folgt (3.96) fürκ1.

Maximum-Eigenschaft vonκ2 impliziert in ähnlicher Weise, dassSV2 = κ2V2.

Wegen der SymmetrieII(U, V ) = II(V, U) (vgl. Satz 3.29) ist auch die Weingarten-
AbbildungS symmetrish:

SU · V = II(U, V ) = II(V, U) = SV · U = U · SV (3.97)

und fallsκ1 6= κ2, so folgt aus der Selbstadjungiertheit (3.97)

κ1V1 · V2 = SV1 · V2 = V1 · SV2 = κ2V1 · V2 ,

d.h.V1 · V2 = 0.

Definition 3.49 Im Fall κ1(w) = κ2(w), nennt manw einenNabelpunkt vonX.

Nabelpunktew mit κ1(w) = κ2(w) = 0 heißenFlachpunkte.

Da die Gleichheit

κ1 = min
|V |=1

II(V, V ) = max
|V |=1

II(V, V ) = κ2

impliziert, dassII(V, V ) ≡ κ1, für alle TangentenvektorenV ∈ TwX mit Norm eins|V | =
1, können wir wählen:

SVj = κ1Vj , Vj ∈ TwX , |Vj| = 1 j = 1, 2 , V1 · V2 = 0 . (3.98)

Beispiel 3.50Einfache Beispiele:

1. Eine Spḧare mit RadiusR > 0 besteht aus Nabelpunkten mitκ =
1

R
(vgl. Beispiel

3.38).

2. Eine Ebene besteht nur aus Flachpunkten.

3. Für f(u, v) = u4 + v4 undX = Xf ist (0, 0) ein nicht-ebener Flachpunkt.
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Satz 3.51 Ist jeder Punkt einer Fl̈acheX : Ω → R3 ein Nabelpunkt, und istX zusam-
menḧangend, so istX(Ω) Teil einer Ebene oder einer Sphäre.

Beweis:Sobald alle Eigenwerte der MatrixS(w) gleich sindλ(w) = κ1(w) = κ2(w), sind
die EigenvektorenV1 und V2 in (3.98) wegen ihrer Orthogonalität linear unabhängig und
erzeugen den TangentialraumTw = span

{
V1, V2

}
. Aber dann ist wegen (3.98)S(w) =

λ(w)I, ein Vielfaches der Einheitsmatrix:

∀V = αV1 + βV2 ∈ TwX, SV = S(αV1 + βV2) = λ(w)(αV1 + βV2) = λ(w)V. (3.99)

Da nach Definition der Weingarten MatrixS = −DN DX−1 (vgl. (3.43)) ist

SXu = −Nu , SXv = −Nv (3.100)

und mitV = V 1Xu(w) + V 2Xv(w) gilt

−V 1Nu(w) − V 2Nv(w) = λ(w)
[
V 1Xu(w) + V 2Xv(w)

]

für alleV 1, V 2 ∈ R. Es folgt

−Nu(w) = λ(w)Xu(w) , −Nv(w) = λ(w)Xv(w) . (3.101)

Differentiation und Subtraktion liefern

−Nuv(w) = λv(w)Xu(w) + λ(w)Xuv(w) ,

−Nvu(w) = λu(w)Xv(w) + λ(w)Xuv(w) ,
−−−− − −−−−−−−−−−−−−

0 ≡ λv(w)Xu(w) − λu(w)Xv(w) .

AberXu,Xv sind linear unabhängige Vektoren, so dass fürw ∈ Ω gilt:

λu(w) ≡ λv(w) ≡ 0 .

DaΩ zusammenhängend ist, erhalten wir

λ(w) ≡ λ = const .

• Ist λ = 0, so giltNu = Nv ≡ 0, d.h.N ≡ const. Dann ist aber auch(X · N)u ≡
(X ·N)v ≡ 0, das bedeutet

X ·N ≡ const .

Also liegtX(Ω) in einer affinen Ebene, senkrecht zuN .

• Ist λ 6= 0, so betrachte man die Abbildung

(u, v) 7→ Y (u, v) := X(u, v) +
1

λ
N(u, v) .
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Aus den Beziehungen (3.99) bzw. (3.101) folgt, dass

Yu(u, v) ≡ Yv(u, v) ≡ 0

und damit, dass diese Abbildung konstant ist, d.h.

X(w) +
1

λ
N(w) ≡ Y (w) ≡ Y0 ∈ R

3 , ∀w ∈ Ω .

Also gilt ∣∣∣X(w) − Y0

∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

λ
N(w)

∣∣∣∣ =
1

|λ|
für beliebigew ∈ Ω. Damit istX(Ω) Teil einer Sphäre mit Zentrum inY0 und Radius
1/|λ|.

Von besonderer geometrischer Bedeutung sind die elementarsymmetrischen Funktionen
der beiden Hauptkrümmungen.

Definition 3.52 Man nennt das arithmetische Mittel

H :=
1

2
(κ1 + κ2) (3.102)

dieMittlere Krümmung und Quadrat des geometrischen Mittels

K := κ1κ2 (3.103)

dieGauß’sche Krümmung vonX in w.

Oft führt man noch eine Dritte Fundamentalform III ein:

I(V,W ) = V ·W , II(V,W ) = SV ·W ,

III(V,W ) = SV · SW = S2 ·W , V,W ∈ TwX . (3.104)

BEMERKUNG: Die Weingartenabbildung heißt auchForm-Operator ( Englisch: Shape-
operator S!).

Der Zusammenhang zwischen den drei Fundamentalformen wirdim folgenden Lemma
hergestellt.

Lemma 3.53 Für die drei Fundamentalformen aus(3.104)gilt die Gleichung:

III(V,W ) − 2H II(V,W ) +K I(V,W ) = 0 , V,W ∈ TwX , (3.105)

wobeiH die Mittlere undK die Gauß’sche Kr̈ummung bezeichnet.
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Beweis I: Für festesw ∈ Ω seiE : TwX → TwX die identische Abbildung,S = S(w) die
Weingarten-Abbildung,H = H(w) die Mittlere undK = K(w) die Gauß’sche Krümmung.
Für das charakteristische PolynomP vonS gilt dann

P(λ) = det(S − λE) = (λ− κ1)(λ− κ2) = λ2 − 2Hλ+K .

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt dann, dass die Abbildung

P(S) = 0 = S2 − 2HS +KE (3.106)

Null ist und (3.105) folgt.

Beweis II: Man kann aber (3.105) auch direkt nachrechnen. Dazu setze

IV (V,W ) := (S − κ1E)(V ) · (S − κ2E)(W ) , V,W ∈ TwX .

Dann ist offenbar
IV = III − 2HII +KI .

Andererseits gilt für die HauptkrümmungsrichtungenV1, V2:

IV (V1, V ) = 0 = IV (V, V2) ∀V ∈ TwX . (3.107)

Da aber
{
V1, V2

}
eine Basis vonTwX undIV eine quadratische Form ist, schließen wir aus

(3.105):IV ≡ 0, also (3.105).

Korollar 3.54 die Dritte Fundamentalform ist bereits durch I und II eindeutig bestimmt:

III(V,W ) = 2H II(V,W ) −K I(V,W ) , V,W ∈ TwX .

Lemma 3.55 Die Matrix

SX = BX G
−1
X =

[
b11 b21
b12 b22

]
. (3.108)

aus dem Gleichungsystem(3.112)heißtWeingarten Matrix (vgl. (3.56)), die Weingarten
Matrix besitzt die Eintr̈age

bβα = bαγg
γβ , (3.109)

wobeiBX =
[
bjk
]
2×2

die Matrix der erste Fundamentalform undG−1
X =

[
gjk
]
2×2

die Inver-

se zu der Matrix der erste FundamentalformGX =
[
gjk

]
2×2

darstellen:

GX =

[
E F

F G

]
, BX =

[
L M

M N

]
G−1

X =
1

E G − F 2

[
G −F

−F E

]
. (3.110)
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Beweis: Um die Weingarten MatrixSX =
[
bβα
]
2×2

zu berechnen, erinnern wir uns daran, dass
SX die Matrix des Basiswechels ist (vgl. Gleichungen (3.43) und (3.100)) und schreiben das
Gleichungssystem (3.100) folgenderweise um (genanntWeingarten Gleichungen):

{
Nu1 = −b11Xu1 − b21Xu2 ,

Nu2 = −b12Xu1 − b22Xu2 .
(3.111)

Die Koeffizienten in (3.111) sind eindeutig bestimmt. Das System lässt sich auch kürzer
schreiben:

Nuα = −bβαXuβ . (3.112)

Multipliziert man das Weingarten–System (3.112) mitXγ, so erhält man

Nuα ·Xuγ = −bβαXuβ ·Xuγ bzw. bαγ = −bβαgβγ . (3.113)

DaG−1
X invers zuGX ist und damit auch symmetrisch (wieGX selbst; vgl. (3.23)), erhalten

wir:

gαβ = gβα und gαβg
βγ = δαγ =

{
1, α = γ

0, α 6= γ
.

Aus Beziehung (3.113) folgt dann

−bαγg
γν = bβαgβγg

γν = bβαδβν = bνα

und die Weingarten-Gleichungen (3.109) ist gezeigt.

Bemerkung 3.56 Der klassischen Schreibweise gemäß, multiplizieren wir das Gleichungs-
system mitXu1 undXu2 Dann erhalten wir unter Beachtung der Gleichungen(3.26) und
(3.45):

{
L = b11E + b21F ,

M = b11F + b21G ,

{
M = b12E + b22F ,

N = b12F + b22G
. (3.114)

Die Lösung besẗatigt die Formeln(3.109)für Einträge der Weingarten Matrix:

b11 =
G L − FM

E G − F 2
, b21 =

E M − FL

E G − F 2
,

b12 =
G M − FN

E G − F 2
, b22 =

E N − FM

E G − F 2
.

(3.115)

Nun sind die Hauptkrümmungenκ1, κ2 die Eigenwerte der Weingarten MatrixS, d.h.
die Löungen der Gleichung

SV − κV = 0 , V ∈ TwX .
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DaSX = G−1
X BX (vgl. (3.108)) ist, nimmt die Gleichung die folgende Gestalt:

det
[
BX − κGX

]
= 0 .

Deshalb erhalten wir folgende Formel für dieGauß’sche KrümmungKX und diemittlere
Krümmung HX :

KX = κ1κ2 = detSX = det
[
G−1

X BX

]
=

L N − M 2

E G − F 2
(3.116)

HX =
1

2
Tr
[
G−1

X BX

]
=

1

2

[
κ1 + κ2

]
=

L G + N E − 2MF

2(E G − F 2)
. (3.117)

Tr A bezeichnet hier dieSpur der MatrixA =
[
ajk

]
n×n

, alsoTr A = ajj =
n∑

j=1

ajj.

Bei (3.116) und (3.117) handelt es sich um explizite Formelnzur Berechnung der Mittle-
ren Krümmung und der Gauß’schen Krümmung aus den Koeffizienten der Ersten und Zwei-
ten Fundamentalform.

Korollar 3.57 Für Flächen mit der EigenschaftF = M = 0, erhalten wir

GX =

[
E 0
0 G

]
, BX =

[
L 0
0 N

]
, SX = BXG

−1
X =




L

E
0

0
N

G


 (3.118)

und damit

κ1 =
L

E
, κ2 =

N

G
,

KX = detSX = κ1κ2 =
L N

E G
, HX =

1

2
[κ1 + κ2] =

1

2

[
L

E
+

N

G

]
.

(3.119)

Aus den Weingarten Gleichungen (3.112), Lemma 1.27.vi und der Gleichung (3.116)
folgt unmittelbar

Nu1 ×Nu2 = det[−bjk]2×2Xu1 ×Xu2 = detSXXu1 ×Xu2 = KXXu1 ×Xu2 . (3.120)

Es sei nun

w0 ∈ Ω , ε > 0 und Ωε = Ωε(w0) =
{
w ∈ Ω : |w − w0| < ε

}
.

Dann gilt für die “Flächeninhalte” unterX (vgl. (3.69)), bzw.N

AΩε
(X) =

∫

Ωε

∣∣Xu1 ×Xu2

∣∣ du1 du2 ,

AΩε
(N) =

∫

Ωε

∣∣Nu1 ×Nu2

∣∣ du1 du2 =

∫

Ωε

∣∣KX(u)
∣∣∣∣Xu1 ×Xu2

∣∣ du1 du2 .
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Da die Integranden stetige Funktionen sind, und
∣∣Xu1 ×Xu2

∣∣ > 0, folgt aus dem MWS der
Integralrechnung die folgende alternative Definition der HauptkrümmungKX , welche die
ursprüngliche Definition der Hauptkrümmung durch Gauß war:

∣∣KX(w0)
∣∣ = lim

ε→0

AΩε
(N)

AΩε
(X)

. (3.121)

DaKX 6= 0 in einer Umgebung vonw ∈ Ω, ist die FlächennormalẽN :=
Nu1 ×Nu2∣∣Nu1 ×Nu2

∣∣
wohldefiniert (vgl. (3.120)).

Korollar 3.58 Die Orientierung der Fl̈acheX sei bestimmt. Ist nunKX 6= 0 in einer Um-
gebung vonw ∈ Ω, so sind die Dreibeine

{
Xu, Xv, N

}
und

{
Nu, Nv, Ñ

}
in w gleichsinnig

orientiert, fallsKX(w) > 0, und entgegengesetzt orientiert, wennKX(w) < 0.

Beweis:Es gilt

Ñ = N für K > 0 , Ñ = −N für K < 0 .

3.7 EINGEBETTETE FLÄCHEN

N(w)

Q+R3
+

R3
−

Π

w

δ(Q+) > 0

δ(Q−) < 0

Q−

Fig. 3.11

Es seiw ∈ Ω fest undΠ := X(w)+TwX die af-
fine Tangentialebene anX im PunktX(w). Die
Fläche sei weiterhin orientiert durchN(w), d.h.{
Xu1 , Xu2

}
ist positiv orientiert. Dann wirdR3

durchΠ in zwei offene HalbräumeR3
+ undR

3
−

zerlegt, wobeiN(w) in RichtungR3
+ zeigt.

Für Q ∈ R3 bezeichneδ(Q) den orientierten
Abstand vonQ zuΠ, d.h.

δ(Q) ≥ 0 für Q ∈ R
3
+ ,

δ(Q) ≤ 0 für Q ∈ R
3
−

Es sei nunQ = X(w + h) ein Punkt auf der
FlächeX, naheX(w), undh = (h1, h2)⊤ ∈ R2

sei klein, also|h| ≪ 1.
Durch Anwendung der Taylor’schen Formel erhalten wir

X(w + h) = X(w) +Xuα(w)hα +
1

2
Xα,βXuαuβ(w)hαhβ + O(|h|2) .

Es folgt

δ(Q) := (Q−X(w)) ·N(w) = (X(w + h) −X(w)) ·N(w)

=
1

2
Xuαuβ(w) ·N(w)hαhβ + O(|h|2) = −1

2
Nuα ·Xuβ(w)hαhβ + O(|h|2)
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(vgl. (3.45)) und nach Definition der Zweiten Fundamentalform

δ(Q) =
1

2
IIw(Vh, Vh) + O(|h|2) bei h→ 0 , (3.122)

wobeiVh = hαXuα(w) den Tangentenvektor vonX(w) nachQ = X(w + h) bezeichnet.

Korollar 3.59 Die Größe
1

2
IIw(Vh, Vh) misst die Ḧohe (in RichtungN(w)) der FlächeX

über der TangentialebeneΠ an X im PunktX(w) (bis auf Fehlerterme von höherer als
zweiter Ordnung).

Definition 3.60 Ein PunktX(w) ∈ SpurX heißt:

A. Elliptisch, fallsKX(w) > 0,

A.I Eigentlicher Nabelpunkt, fallsκ1 = κ2 6= 0 (vgl. Definition(3.49)),

B. Parabolisch, fallsKX(w) = 0,

B.I Flachpunkt, fallsSX(w) = 0 (vgl. Definition(3.49)).

C. Hyperbolisch, fallsKX(w) < 0,

Und schließlich, Nabelpunkt, fallsκ1 = κ2 (könnte beides-eigentlicher Nabelpunkt oder
Flachpunkt sein; vgl. Definition(3.49)).

Elliptish Hyperbolish Parabolish

Fig. 3.12

Nun ist, wegen (3.122),IIw eine (positiv oder negativ) definite quadratische Form, falls
KX(w) > 0 (äquivalent:κ1 > 0, κ2 > 0 oderκ1 < 0, κ2 < 0); damit hatδ(Q) nahew nur
ein Vorzeichen. Also liegtX lokal auf einer Seite der TangentialebeneΠ. Andererseits ist
IIw indefinit, fallsKX(w) < 0, und es gilt für jede UmgebungU vonX(w)

U
⋂

SpurX
⋂

R
3
+ 6= ∅ 6= U

⋂
SpurX

⋂
R

3
− .

Bei parabolischen Punkten können beide Fälle auftreten.
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Definition 3.61 Nun seiX : Ω → R3 wieder eine beliebige parametrisierte Fläche.

Eine glatte Kurveγ := X ◦ ω aufX, d.h.

γ(t) = X
(
ω1(t), ω2(t)

)
, t ∈ I ⊂ R

heißt:

• geod̈atische Kurve auf X (kurz: eineGeod̈atische auf X), falls ihre geod̈atische
Krümmungκg(t) für alle t ∈ I verschwindet:κg ≡ 0 (vgl. Definition 3.45).

• Asymptotenlinie aufX, falls ihre Normalkr̈ummungκn identisch verschwindet:κn ≡
0 (vgl. Definition 3.45).

Ist γ(t) eine Asymptotenlinie, so gilt offenbar
(
κn = (κn) ·N

)

Tω(t)X = Schmiegebene inγ(t) = span
{
γ′(t), n(t)

}
.

Gemäß (3.89) giltκn =
IIω(γ′, γ′)

Iω(γ′, γ′)
und damitκn ≡ 0 ist äquivalent zuIIω(γ′, γ′) ≡ 0 bzw.

zu

L (ω)
[
(ω1)′

]2
+ 2M (ω)(ω1)′(ω2)′ + N (ω)

[
(ω2)′

]2 ≡ 0 . (3.123)

Lemma 3.62 Lösungen der Gleichung(3.123)sind genau die Asymptotenlinien aufX.

Im Fall KX > 0 hat (3.123)keine L̈osungen, d.h. es gibt beiKX > 0 keine Asymptoten-
linien aufX.

Ist dagegenKX < 0 überall aufΩ, so gibt es zu jedemw ∈ Ω genau zwei Asymptotenli-
nien durchX(w).

Beweis. Existenz von zwei Lösungen von (3.123) ist äquivalent zuM 2 − L N > 0. Da
E G − F 2 > 0 gilt, folgt wegen Formel (3.116)KX < 0.

Definition 3.63 Eine Kurveγ = X ◦ ω heißtKrümmungslinie aufX, falls für jedest der
Tangentenvektorγ′(t) eine Hauptkr̈ummungsrichtung vonX in w = γ(t) ist, d.h. falls gilt

S
(
ω(t)

)
γ′(t) = κ(t)γ′(t) , (3.124)

wobeiκ(t) eine der Hauptkr̈ummungen ist: entwederκ(t) = κ1

(
ω(t)

)
oderκ(t) = κ2

(
ω(t)

)
.

Daγ′ = Xu1

(
u1
)′

+Xu2

(
u2
)′

ist (3.124), wegen (3.100), äquivalent zu

−Nu1

(
ω
)(
u1
)′ −Nu2

(
ω
)(
u2
)′

= κ
[
Xu1

(
u1
)′

+Xu2

(
u2
)′]

, (3.125)

d.h. zu

d

dt

(
N ◦ ω) = κ

d

dt

(
X ◦ ω) . (3.126)
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Die Anwendung der Weingarten-Gleichungen (3.111), (3.115) zu (3.125) und ein Koeffizi-
entenvergleich vonXuk liefert

FM − G L

E G − F 2

(
u1
)′

+
FN − G M

E G − F 2

(
u2
)′

= κ
(
u1
)′
,

FL − E M

E G − F 2

(
u1
)′

+
FM − E N

E G − F 2

(
u2
)′

= κ
(
u2
)′
.

(3.127)

Durch Multiplikation mit
(
u2
)′

bzw.−
(
u1
)′

sowie Addition und Multiplikation mitW 2 =
E G − F 2 erhalten wir

(E M − FL )
[(
u1
)′]2

+ (E N − G L )
(
u1
)′(
u2
)′

+ (FN − G M )
[(
u2
)′]2

= 0 (3.128)

bzw.

det



[(
u1
)′]2 −

(
u1
)′(
u2
)′ [(

u2
)′]2

E F G

L M N


 ≡ 0 . (3.129)

Bemerkung 3.64 Man nennt:

(3.123)die Differentialgleichungen der Asymptotenlinien,

(3.126)oder(3.128)bzw.(3.129)die Differentialgleichungen der Krümmungslinien.

Die Differentialgleichungen der Geodätischen werden wir sp̈ater, in§ 4.5 herleiten (vgl.
(4.150)).

Beispiel 3.65Für eine Graphenfl̈ache(3.14) (vgl. Beispiel 3.15 und Beispiel 3.43) haben
wir die Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamentalform sowie den NormalenvektorN
berechnet (vgl.(3.32), (3.64)sowie(3.16)):

GX =

[
1 + f 2

u fufv

fufv 1 + f 2
v

]
, BX =

1√
1 + f 2

u + f 2
v

[
fuu fuv

fuv fvv

]
. (3.130)

Damit erhalten wir

KX = detSX =
detBX

detGX
=

fuufvv − f 2
uu

(1 + f 2
u + f 2

v )2 (3.131)

(vgl. (3.116)) für die Gauß’sche Kr̈ummung und

Hf =
E N − 2FM + G L

2(E G − F 2)
=
fuu(1 + f 2

v ) − 2fuvfufv + fvv(1 + f 2
u)

2 (1 + f 2
u + f 2

v )3/2
(3.132)

(vgl. (3.117)) für die mittlere Kr̈ummung.

Bemerkung 3.66 Flächen mit verschwindender Mittlerer Krümmung heißenminimalfl ä-
chen. Der Graph einer Funktionf ist also genau dann eine Minimalfläche, wennf Lösung
der Minimalfl ächengleichung ist, die wegen(3.132)lautet:

(MFG) fuu(1 + f 2
v ) − 2fuvfufv + fvv(1 + f 2

u) = 0 . (3.133)
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3.8 ROTATIONSFLÄCHEN

Für Rotationsflächen

X(u, v) =
(
f(v) cos u, f(v) sin u, g(v)

)⊤
, f(v) > 0 ,

haben wir die Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamentalform berechnet (vgl. Bei-
spiel 3.16 und Beispiel 3.41). Da die BedingungenF = M = 0 erfüllt sind (vgl. (3.33) und
(3.66)), folgt aus Korollar 3.57

GX =

[
f 2 0
0 [f ′]2 + [g′]2

]
, BX =

1√
[f ′]2 + [g′]2

[
−fg′ 0

0 f ′′g′ − f ′g′′

]
,

SX =
1√

[f ′]2 + [g′]2




−g
′

f
0

0
f ′′g′ − f ′g′′

[f ′]2 + [g′]2


 . (3.134)

Damit lassen sich die Hauptkrümmungen mittels folgender Formeln berechnen:

κ1 = − g′

f
√

[f ′]2 + [g′]2
, κ2 =

f ′′g′ − f ′g′′

([f ′]2 + [g′]2)3/2
. (3.135)

Mit Hilfe (3.134) erhalten wir

Kf = detSX = κ1κ2 = −g
′

f
· f ′′g′ − f ′g′′

([f ′]2 + [g′]2)2
(3.136)

für die Gauß’sche Krümmung und

Hf =
1

2

[
κ1 + κ2

]
=

−g′
[
[f ′]2 + [g′]2

]
+ f
[
f ′′g′ − f ′g′′

]

2f [[f ′]2 + [g′]2]3/2
(3.137)

für die Mittlere Krümmung (vgl. (3.116) und (3.117)).

Diese Formeln vereinfachen sich, wenn die erzeugende Kurve
(
f(v), g(v)

)⊤
nach Bo-

genlänge parametrisiert ist, also wenn gilt

G (v) = [f ′(v)]2 + [g′(v)]2 = 1 . (3.138)

In diesem Fall erhalten wir:

E = f 2 , F = 0 , G = 1 , W = detGX = f ,

L = −fg′ , M = 0 , N = f ′′g′ − f ′g′′ .
(3.139)

Dann ergibt sich

Hf(v) =
−g′(v) + f(v)

[
f ′′(v)g′(v) − f ′(v)g′′(v)

]

2f(v)
(3.140)
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für die Mittlere Krümmung (vgl. (3.137)) und

Kf(v) = −g′(v)f
′′(v)g′(v) − f ′(v)g′′(v)

f(v)
= −f

′′(v)[g′(v)]2 − f ′(v)g′(v)g′′(v)

f(v)

= −f
′′(v)[g′(v)]2 + [f ′(v)]2f ′′(v)

f(v)
= −f

′′(v)

f(v)
(3.141)

für die Gauß’sche Krümmung (vgl. (3.136)), denn wegen (3.141) giltG ′ = 2(f ′f ′′+g′g′′) ≡
0 und daherg′g′′ = −f ′f ′′.

Für eine Rotationsfläche, die nach Bogenlänge parametrisiert ist (vgl. (3.138)), erhält
man

κ1(v) = −g
′(v)

f(v)
, κ2(v) = f ′′(v)g′(v) − f ′(v)g′′(v) , (3.142)

wobeiκ1, κ2 die Hauptkrümmungen sind (siehe Korollar 3.57).

Eine weitere Konsequenz für den SpezialfallF = 0 = M ist: Die Koordinatenkurven
einer Rotationsfläche, d.h.

u 7→ X(u, v), v fest (Breitenkreise),

v 7→ X(u, v), u fest (Meridiane)
(3.143)

sind Krümmungslinien, da sich (3.129) in diesem Fall vereinfacht zu

det




∗ 0 ∗
∗ 0 ∗
∗ 0 ∗


 ≡ 0 (3.144)

(v′ = 0 für Breitenkreise undu′ = 0 für Meridiane).

Beispiel 3.67Der TorusY (u, v) =
((
R + r sin v

)
cos u,

(
R + r sin v

)
sin u, r cos v

)⊤
von Beispiel 3.39 (vgl. Fig. 1.20) ist eine Rotationsfläche. Wir haben die Matrizen der beiden
Fundamentalformen in(3.61)und(3.62)berechnet. F̈ur die Gauß’sche Kr̈ummung erhalten
wir die folgenden Werte

KY = det
[
BXG

−1
X

]
=

L N − M 2

E G − F 2
=

sin v

r
(
R + r sin v

) =





> 0 v ∈ (0, π] ,

= 0 v = 0, π ,

< 0 v ∈ (π, 2π) .

Also,KY > 0 auf der Außenseite,KY < 0 auf der Innenenseite,KY = 0 auf der Ober- und
Unterkreis (siehe Fig. 3.13 für graphische dargestellung).
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AffensattelTorus

Flächen, die bzgl ihrer Gauß’schen Krümmung eingefärbtsind

Fig. 3.13 Fig. 3.14

Fig. 3.14 veranschaulicht die Gauß’sche Krümmung des AffensattelsX(u, v) =
(
u, v, u3−

3v2u
)
.

3.9 REGELFLÄCHEN

Es seiI ⊂ R ein Intervall undα : I → R3 eine Raumkurve. Es sei weiterhin eine glatte
Abbildungw : I → R3 \ {0} und ein offenes IntervallJ ⊂ R gegeben. DefiniereX :
I × J → R3 durch

X(t, u) := α(t) + uw(t). (3.145)

Definition 3.68 Eine regul̈are FlächeS ⊂ R3, die durch eine Parametrisierung der Form
(3.145)darstellbar ist, heißtRegelfl̈ache(Englisch: “ruled surface”).

Die vonu · w erzeugten Geraden heißenRegelgeraden, und die Kurveα nennt man
Leitkurve .

Beispiel 3.69Es seiα : I → R
3 eine regul̈are Kurve,R+ = (0,∞) undR

− = (−∞, 0).
Flächen

X −

+
(t, u) := α(t) + uα′(t) , X −

+
: I × R−

+ → R
3 ,

heißenTangentenfl̈achen von α. Ist nun die Kr̈ummung von die Kurveα nicht entartet
κα(t) = |α′(t) × α′′(t)|/|α′(t)|3 6= 0 für alle t ∈ I (vgl. Formel(2.20)), so folgt mit

X −

+

t = α′(t) + uα′′(t) , X −

+

u = α′(t), (3.146)

dass die Fl̈acheX −

+ regulär ist:

X −

+

t ×X −

+

u = uα′′(t) × α′(t) 6= 0 . (3.147)

Dann sind die Tangentenflächen Regelfl̈achen mitα′ als Leitkurve undSpurα als gemein-
samem Rand.
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Beispiel 3.70Es seiα : I → R3, α(t) = (α1(t), α2(t), 0)⊤, eine ebene Kurve ohne
Selbsẗuberschneidungen undw(t) := (0, 0, 1)⊤. Die zugeḧorige Regelfl̈ache f̈ur J = R

X(t, u) = (α1(t), α2(t), u)
⊤ = α + uw , X : I × R → R

3,

nennt man einenverallgemeinerten Zylinder überα.

Beispiel 3.71Es seiα eine ebene Kurve wie in Beispiel 3.70. Zu einem festen Punktp ∈
R3 \ (R2 × {0}) seiw(t) := p− α(t). Dann ist

X : I × (−∞, 1) → R
3 mit X(t, u) := (1 − u)α(t) + up

der verallgemeinerte Kegelüberα mit Spitzep.

Beispiel 3.72Die Kurven

α(t) = (cos t, sin t, 0)⊤ und w(t) =

(
cos t cos

t

2
, sin t cos

t

2
, sin

t

2

)⊤

liefern eine spezielleRegelfl̈ache, dasMöbiusband(vgl. Fig. 3.15):

X : R× (−1, 1) → R3 ,

X(t, u) =

(
cos t+ u cos t cos

t

2
, sin t+ u sin t cos

t

2
, u sin

t

2

)⊤

= α(t) + uw(t)

(3.148)

Möbiusband Einschaliges Hyperboloid

Fig. 3.15 Fig. 3.16
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Beispiel 3.73Auch dasRotationshyperboloid (odereinschaliges Hyperboloid)

S =
{
(x, y, z)⊤ ∈ R

3 : 1 + z2 = x2 + y2
}

(vgl. Fig. 3.16) ist eine Regelfläche. Ihre Parametrisierung lautet:

X(t, u) = (cos t− u sin t, sin t+ u cos t, u) , t ∈ [0, 2π) , u ∈ R . (3.149)

In der Tat: mit der Wahl

α(t) = (cos t, sin t, 0)⊤ und w(t) = α′(t) + e3 = (− sin t, cos t, 1)⊤,

erhalten wirX(t, u) = α(t) + uw(t).

Beispiel 3.74Dashyperbolische Paraboloid

S =
{
(x, y, z)⊤ ∈ R

3 : z = xy
}

(3.150)

(vgl. Fig. 3.17) ist ebenfalls eine Regelfläche: ẅahle

α(t) = (t, 0, 0) , w(t) =
1√

1 + t2
(0, 1, t)⊤ ;

Hyperbolisches Paraboloid

Fig. 3.17

dann ist die parametrisierte Fläche

X(t, u) = α(t) + uw(t) (3.151)

=

(
t,

u√
1 + t2

,
u t√
1 + t2

⊤
)⊤

ein hyperbolisches Paraboloid(3.150).

Bemerkung 3.75 Für die Gauß’sche
KrümmungKX einer Regelfl̈acheS = SpurX
gilt:

KX ≤ 0 . (3.152)

In der Tat: DaXuu = 0, gilt L = N ·Xuu = 0
und die Gauß’sche Krümmung ist

KX =
L N − M 2

E G − F 2
= − M 2

E G − F 2
≤ 0 ,

dennE G − F 2 = detGX ≥ 0 (vgl. (3.10)).
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3.10 MINIMALFL ÄCHEN

Definition 3.76 Eine regul̈are parametrisierte Fl̈acheX : Ω → R3 heißtMinimalfl äche,
falls ihre mittlere Kr̈ummung̈uberall verschwindet

HX(u, v) ≡ 0 auf Ω . (3.153)

Zuerst betrachten wir zweiklassische Beispiele für Minimalfl̈achen.

Beispiel 3.77DasKatenoid oderKettenfläche:

X(u, v) = (cosh v cos u, cosh v sin u, v)⊤ , cosh v :=
ev + e−v

2
(3.154)

(vgl. Fig. 3.18) ist eine Rotationsfläche mitf(v) = cosh v, g(v) = v. Nach dem Formeln
(3.134)-(3.137)erhalten wir

E = G = cosh2 v , F = M = 0 , L = −1 , N = 1 (3.155)

Katenoid Helikoid
Fig. 3.18 Fig. 3.19

und aus

κ1(v) =
L (v)

E (v)
= − cosh−2 v , κ2(v) =

N (v)

G (v)
= cosh−2 v (3.156)

(vgl. (3.119)) ergibt sich

HX(u, v) = 0 , KX(u, v) = − cosh−4 v . (3.157)
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Das Katenoid ist also eine Minimalfläche.

Die Differentialgleichung für dieAsymptotenlinien lautet

[(ω1)′]2 = [(ω2)′]2 , (3.158)

(vgl. (3.123)), d.h.

(ω1 + ω2)′ = 0 oder (ω1 − ω2)′ = 0 . (3.159)

Demnach sind die Asymptotenlinien eines Katenoides gegeben durch

ω1 + ω2 = const oder ω1 − ω2 = const . (3.160)

ω1 + ω2 = const ω1 − ω2 = const

Fig. 3.20 Fig. 3.21

ω1ω1

ω2ω2

Beispiel 3.78DasHelikoid (Schraubenfl̈acheoder auchWendelfläche) ist gegeben durch

X(u, v) = (sinh v cos u, sinh v sin u, c u)⊤ , c 6= 0 , (3.161)

u ∈ [0, 2π) , v ∈ R ,

(vgl. Beispiel 3.27, Beispiel 1.14,Übung 3.3 und Fig. 3.19).

Wir ergänzen die Formeln (3.35) mit folgenden:

W
2 = detG = v2 + c2 , L = 0 , M =

c√
c2 + v2

, N = 0 . (3.162)

Es folgt

GX =

[
c2 + v2 0

0 1

]
, BX =

[
0 c(c2 + v2)−1/2

c(c2 + v2)−1/2 0

]
,

SX = BXG
−1
X =

[
0 c(c2 + v2)−3/2

c(c2 + v2)−3/2 0

] (3.163)



3. FLÄCHENTHEORIE 105

und damit

HX(u, v) = 0 , KX(u, v) = − c2

(c2 + v2)2
. (3.164)

Damit ist auch das Helikoid eine Minimalfläche.

Die Differentialgleichung für dieAsymptotenlinien lautet

(ω1)′(ω2)′ ≡ 0 , (3.165)

(vgl. (3.124)), d.h. die Asymptotenlinien des Helikoidessind die Kurven

ω1 = const oder ω2 = const. (3.166)

Für dieKrümmungslinien erhalten wir die Differentialgleichung

E M [(ω1)′]2 − G M [(ω2)′]2 ≡ 0 ⇐⇒ [c2 + (ω2)2][(ω1)′]2 = [(ω2)′]2 (3.167)

(vgl. (3.128) und (3.162) mitu = ω1, v = ω2). Diese können wir folgendermaßen umformen

(ω1)′ = −+
(ω2)′√
c2 + (ω2)2

= −+(ω2)′
1 +

ω2

√
c2 + (ω2)2

ω2 +
√
c2 + (ω2)2

= −+
d

dt

[
log
(
ω2 +

√
c2 + (ω2)2

)]
.

Die Lösung lautet

log
(
ω2 +

√
c2 + [ω2]2

)
−+ω1 = const .

Also sind die Kurvenlog
(
v +

√
c2 + v2

)
−+u = const die Krümmungslinien des Helikoides.

Jetzt erklären wir, warum das Wort “minimal” für solchen Flächen gerecht ist. Dafür
müßen wir dieVariationsmethodefür des Flächeninhalts einsetzen.

BetrachteU ⊂ Ω mit U offen, U kompakt,U ⋐ Ω. Betrachte weiterhin eine glatte
Funktionh : U → R, h ∈ C2(U). Zu ε > 0 sei

Φ : U × (−ε, ε) → R
3 , Φ(u, v, t) := X(u, v) + th(u, v)N(u, v). (3.168)

Man nenntΦ einenormale Variation von X(U). Ist dann

X t(u, v) := Φ(u, v, t) , t ∈ (−ε, ε) , (3.169)

eine parametrisierte Flächenfamilie aufU und sei mitA(t) = A(X t) der variierte Flächen-
inhalt vonSpurX t bezeichnet.
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Lemma 3.79 Eine Minimalfl̈ache minimiert lokal ihren Fl̈acheninhalt: Eine reguläre para-
metrisierte Fl̈acheX : Ω → R

3 ist genau dann eine Minimalfläche, wennA′(0) = 0 für
alle kompakten MengenU ⋐ Ω und alle normalen Variationenh ∈ C2(U) vonX(U).

Beweis. Mit (3.169)

X t
u = Xu + thNu + thuN , X t

v = Xv + thNv + thvN,

so dass

E
t = X t

u ·X t
u = E + 2thXu ·Nu + t2

[
h2|Nu|2 + h2

u

]
,

F
t = X t

u ·X t
v = F + th [Xu ·Nv +Xv ·Nu] + t2

[
h2Nu ·Nv + huhv

]
, (3.170)

G
t = X t

v ·X t
v = G + 2thXv ·Nv + t2

[
h2|Nv|2 + h2

v

]
,

denn

N ·Nu = 0 , N ·Nv = 0 , N ·Xu = 0 , N ·Xv = 0 . (3.171)

Mit
Xu ·Nu = −L , Xu ·Nv = Xv ·Nu = −M , Xv ·Nv = −N

folgt

E
t
G

t − [F t]2 = E G − F
2 − 2th(E N − 2FM + G L ) + tR(u, v, t)

= (E G − F
2)(1 − 4thHX) + tR , lim

t→0
R(u, v, t) = 0 , (3.172)

wobei wir für die mittlere Krümmung vonHX Gleichung (3.117) angewandt haben.

Ist alsoε > 0 hinreichend klein (abhängig vonh undHX), so istX t eine reguläre Fläche,
denn es giltE tG t − [F t]2 6= 0 aufU . Nach (3.70) erhalten wir für den Flächeninhalt:

A(t) = A(X t) =

∫

U

√
E tG t − [F t]2 du dv

=

∫

U

√
E G − F 2

√
1 − 4thHX + tR0 du dv . (3.173)

Hierbei istR0 = R/(E G − F 2). Damit ist(−ε, ε) ∋ t → A(t) differenzierbar für kleine
Werte von0 < ε << 1 mit

A′(0) = −2

∫

U

h(u, v)HX(u, v)
√

E (u, v)G (u, v) − F 2(u, v)du dv . (3.174)

VorausgesetztHX(u, v) ≡ 0, so folgt aus (3.174) unmittelbarA′(0) = 0.
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Um die ImplikationA′(0) = 0 =⇒ HX(u, v) ≡ 0 zu beweisen, nehmen wir an
HX(p0) 6= 0 für p0 = (u0, v0)

⊤ ∈ Ω. DannHX 6= 0 für |p − p0| ≤ r und kleine Wert von
r > 0. Weiterhin wird gewähltη ∈ C∞(R) mit den Eigenschaftenη(x) ≥ 0, η(x) = 1 auf
|x| ≤ r/2, η ≥ 0 auf |x| ≥ r und wird eine Abbildungh : U → R definiert:

h(u, v) := η(|(u− u0, v − v0)|)HX(u, v) .

Aus (3.174) folgt dann

A′(0) = −2

∫

|η|≤r

ηH2
X(u, v)

√
E (u, v)G (u, v) − F 2(u, v)du dv

≤ −2

∫

|η|≤r/2

H2
X(u, v)

√
E (u, v)G (u, v) − F 2(u, v)du dv < 0 , (3.175)

also – wie gewünscht – ein Widerspruch!

Bemerkung 3.80 IstX : Ω → R3 eine Minimalfl̈ache, dann gilt folgende:

• WennX ein kritischer Punkt des Flächenfunktionals ist, alsoA′(0) = 0, dann muss in
X nicht notwendigerweise ein Minimum des Flächenfunktionals vorliegen.

• Aber wennX eine Minimalfl̈ache ist, dann minimiertX lokal den Fl̈acheninhalt (teil-
weise bewiesen in Lemma 3.79).

• Das Wort “Minimalfläche” ist historisch begr̈undet und wurde von Lagrange ein-
gef̈uhrt.

Das PLATEAU-PROBLEM : Gibt es zu jeder geschlossenen KurveΓ ⊂ R3 eine Fläche
M ⊂ R3 mit minimalem Flächeninhalt und RandwertenΓ?
Welche Kurven, welche Flächen sind zugelassen und was bedeutetγ ist der Rand vonM? –
das sind die nichttrivialen Aspekte des Problems.

Plateu war ein belgischer Physiker, der mit Seifenhaut experimentierte und das Problem
um 1850 formuliert hat.

Eine Variante dieses Problems ist von Douglas und Radó um 1930 gelöst und mit der 1.
Fields-Medaille ausgezeichnet worden.

Die Minimalfl ächengleichung (MFG)(3.133): Ist eine Minimalfläche als Graph einer
reellen Funktionf : Ω → R gegeben, d.h.X = Xf (u, v) = (u, v, f(u, v))⊤, so erhalten
wir aus (3.132) für die mittlere Krümmung eine Differentialgleichung, die sogenannteMini-
malflächengleichung für Graphenfl̈achen(3.133). Diese Gleichung stellt einequasilineare
elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung dar, die abernichtlinear ist!
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3.11 MINIMALFL ÄCHEN UND ISOTHERME PARAMETRISIERUNG

Definition 3.81 Eine regul̈are FlächeX : Ω → R3 heißt isotherm parametrisiert (oder
einfachisotherm), falls gilt

|Xu|2 − |Xv|2 ≡ 0 ≡ Xu ·Xv, (3.176)

d.h. fallsE = G undF = 0. Damit ist die erste Fundamentalform in jedem Punkt(u, v) ein
Vielfaches der Identität:

G(u, v)) = E (u, v)

[
1 0
0 1

]

Man nennt(u, v) in diesem Fallisotherme Parameter.

Für eine reguläre Fläche und ihre Gauß-Abbildung

X : Ω → R
3 , N = NX : Ω → R

3 , Ω ⊂ R
2 (3.177)

betrachten wir die Funktion

HX := HXNX : Ω → R
3 , (3.178)

wobei HX = HX(u, v) die mittlere Krümmung vonSpurX bezeichnet (vgl. (3.117)).
Selbstverst2andlich steht das VektorHX(u, v) perpendikular zu den TangentraumHX(u, v)
⊥ T(u,v)X.

Für die normale Variation mith = H aus (3.174), wobeiΦ = X + tH, folgt

A′(0) = −2

∫

U

|H|2
√

E G − F 2 du dv ≤ 0 . (3.179)

Ist alsoX keine MinimalflächeH(u, v) 6= 0, so vergrößert eine Deformation in RichtungH

(e.g. in Richtung NormalvektorNX) den Flächeninhalt.

Satz 3.82Es seiX : Ω → R3 eine regul̈are, isotherme Fl̈ache. Dann ist

∆X := Xuu +Xvv = 2λ2
H = 2H(Xu ×Xv) , (3.180)

wobei

λ2 = |Xu ×Xv| =
√

E G − F 2 = E = G . (3.181)

Beweis:Nach Definition 3.81,

X isotherm ⇐⇒ E = Xu ·Xu = Xv ·Xv = G , F = Xu ·Xv = 0 .
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Mit Differentiation folgt:

Xuu ·Xu = Xuv ·Xv (3.182)

Xuv ·Xu = Xvv ·Xv (3.183)

Xuu ·Xv + Xuv ·Xu = 0 (3.184)

Xuv ·Xv + Xvv ·Xu = 0 . (3.185)

Also folgt aus (3.182), (3.185)

Xuu ·Xu = Xuv ·Xv = −Xvv ·Xu (3.186)

und aus (3.184), (3.183) folgt

Xuu ·Xv = −Xuv ·Xu = −Xvv ·Xv . (3.187)

Aus (3.186) und (3.187) bekommen wir weiter

∆X ·Xu ≡ ∆X ·Xv ≡ 0 ,

d.h.∆X ist parallel zur Gauß Abbildung

∆X = λ̃NX =⇒ ∆X ·NX = λ̃NX ·NX = λ̃ . (3.188)

Andererseits, daX isotherm ist, folgt aus (3.119) und Definition 3.81

H =
E N − 2FM + G L

2(E G − F 2)
=

N + L

2E

bzw. (vgl. (3.181) und (3.188))

2λ2H = 2EH = N + L = NX ·Xuu +NX ·Xvv = NX · ∆X = λ̃ .

Und wir erhalten die gewünschte Gleichung (3.180):

∆X = 2λ2HNX = 2λ2
H .

Korollar 3.83 Es seiX(u, v) = (X1(u, v), X2(u, v), X3(u, v))⊤ eine regul̈are isotherme
Fläche. Dann gilt:X ist eine Minimalfl̈ache genau dann, wenn alle FunktionenX1,X2,X3

harmonisch sind:

∆Xk(u, v) ≡ 0 , k = 1, 2, 3 . (3.189)
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3.12 MINIMALFL ÄCHEN UND FUNKTIONENTHEORIE

Identifiziere

R
2 ∼= C mittels (u, v) ↔ u+ iv .

Für eine reguläre FlächeX = (X1, X2, X3)⊤ : Ω → R
3 sei

(ϕ1, ϕ2, ϕ3)
⊤ = 2Xζ ,

wobei ϕk(ζ) = Xk
u − iXk

v = 2Xk
ζ , ϕk : C → C , k = 1, 2, 3

(3.190)

dieassoziierten Funktionder komplexen Variableζ = u+ iv, definiert mittels der komple-
xen Ableitung

∂ζψ = ψζ :=
1

2
(ω1

u − iω2
v), wobei ψ = ω1 + iω2 .

Lemma 3.84 i. X ist genau dann isotherm, wennϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 ≡ 0.

ii. Ist X isotherm parametrisiert, so gilt:

X ist Minimalfläche ⇐⇒ ϕ1, ϕ2, ϕ3 sind holomorph.

Beweis: Aus (3.190) folgt

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = X2

u −X2
v − 2iXu ·Xv = E − G − 2iF = 0

(vgl. (3.176)), wobeiXu = (X1
u, X

2
u, X

3
u)⊤,Xv = (X1

v , X
2
v , X

3
v )⊤, also folgt (i).

Nun ist∆X = (Xu)u + (Xv)v = 0 äquivalent zu:

(Xk
u)u = (−Xk

v )v , k = 1, 2, 3 .

Damit ist der eine Teil der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen erfüllt. Der zwei-
te ist aber automatisch erfüllt:

(Xk
u)v = −(−Xk

v )u , k = 1, 2, 3.

Dann sind Funktionnϕ1, ϕ2 undϕ3 holomorph da die folgendëAquivalenz hält:

ψ(u, v) = ω1(u, v) + iω2(u, v) ist holomorph ⇐⇒
{

ω1
u = ω2

v ,

ω1
v = −ω2

u

. (3.191)
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Satz 3.85 (Minimalflächenquelle). Sei

ϕ1 , ϕ2 , ϕ3 : Ω → C , Ω ⊂ C, (3.192)

holomorph und

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 ≡ 0 , |ϕ1|2 + |ϕ2|2 + |ϕ3|2 6= 0 . (3.193)

Dann ist das Integral

X(ζ) := Re

∫ ζ

ζ0

(ϕ1(τ), ϕ2(τ), ϕ3(τ))
⊤ dτ , ζ ∈ Ω (3.194)

wegunabḧangig und definiert eine MinimalfächeX : Ω → R3.

Beweis: SeiX(ζ) = (X1(ζ), X2(ζ), X3(ζ))⊤, ζ = u + iv, definiert mittels (3.194). Dann
sind die Integrale wegunabhängig da jede Integral auf geschlossene Kurve verschwindet∫
Γ
ϕk(τ) dτ ≡ 0 vorausgestztϕk(ζ) holomorph in inneren Gebiet vonΓ ist (gemäß Cauchy

Theorem). Weiterhin:

2∂ζX
k(ζ) = (∂u − i∂v)X

k(u+ iv)

=
1

2
(∂u − i∂v)

[∫ u+iv

ζ0

ϕk(τ) dτ +

∫ u−iv

ζ0

ϕk(τ) dτ

]

=
1

2

[
ϕk(u+ iv) + ϕk(u− iv)

]
− i

2

[
i ϕk(u+ iv) − i ϕk(u− iv)

]

= ϕk(u+ iv) , k = 1, 2, 3

und, gemäß Lemma 3.84, definiert die AbbildungX(ζ) eine Minimalfäche.

Lemma 3.86 Für jedes holomorphe Tripel
{
ϕ1, ϕ2, ϕ3

}
mit der Eigenschaft

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 ≡ 0 , ϕj 6≡ 0 j = 1, 2, 3 , (3.195)

existiert eine holomorphe FunktionF : Ω → C und eine meromorphe FunktionG : Ω →
C ∪ {∞}, mit denenFG2 ist holomorph und gilt:

ϕ1 =
F

2
(1 −G2) , ϕ2 =

iF

2
(1 +G2) , ϕ3 = FG2 . (3.196)

Umgekehrt gilt: f̈ur jedem Paar(F,G), mit F holomorph,G meromorph undFG2 ho-
lomorph und zugeordneten Tripel holomorpher Funkionen

{
ϕ1, ϕ2, ϕ3

}
im (3.196)gen̈ugen

(3.195).
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Beweis. Für das gegebene Tripel holomorpher Funktionenϕ1, ϕ2 undϕ3 mit den Eigen-
schaften (3.195), sind die Funktionen

F = ϕ1 − iϕ2 , G =
ϕ3

ϕ1 − iϕ2
(3.197)

wohldefiniert,F ist holomorph undG ist meromorph, weil in den Fallϕ1 − iϕ2 = 0 folgt
ϕ2

3 = −ϕ2
1 − ϕ2

2 = −(ϕ1 − iϕ2)(ϕ1 + iϕ2) = 0! Die Funktion

FG2 =
ϕ2

3

ϕ1 − iϕ2
= − ϕ2

1 + ϕ2
2

ϕ1 − iϕ2
= −ϕ1 − iϕ2 (3.198)

ist auch holomorph.

Sei umgekehrt eine holomorphe FunktionF und eine meromorphe FunktionG gegeben
mit FG2 holomorph. Dann sind die Funktionenϕ1, ϕ2 undϕ3 aus (3.196) holomorph und
haben die Eigenschaften (3.195).

Für beliebige holomorpheF und holomorpheF , FG2, sind die integralen

X1(ζ) := Re

∫ ζ

ζ0

F (ζ)

2

[
1 −G2(ζ)

]
dζ ,

X2(ζ) := Re

∫ ζ

ζ0

i
F (ζ)

2

[
1 −G2(ζ)

]
dζ , (3.199)

X3(ζ) := Re

∫ ζ

ζ0

F (ζ)G2(ζ) dζ ,

holomorph und wegunabhängig (vgl. (3.194)).

Korollar 3.87 (Weierstrass Darstellung). Jede isotherm parametrisierte MinimalflächeX
= (X1, X2, X3)⊤ : Ω → R3, Ω ⊂ R2

approxC die nicht eben ist (E 6≡ 0), besitzt lokal die Darstellung(3.199), wobei die Funktion
G meromorph und die FunktionenF , FG2 holomorph sind.

Umgekehrt bestimmt jedes Paar{F,G}, mit G meromorph,F und F (ζ)G2(ζ) holo-
morph inΩ ⊂ C, eine isotherm parametrisierte MinimalflächeXΩ :→ R3.

Beispiel 3.88Das Katenoid (Kettenfl̈ache)

X(u+ iv) = X(u, v) = (cosh u cos v, cosh u sin v, u)⊤

aus Beispiel 3.77 (mit vertauschten Parameternu↔ v) erkennen wir: die Fl̈ache ist isotherm
parametrisiertE = G , F = 0 (vgl. (3.176)) oder,äquivalent ausgedrückt,

E − G + iF ≡ 0 . (3.200)
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Es gilt

ϕ1(ζ) = X1
u − iX1

v = sinh u cos v + i cosh u sin v = sinh ζ ,

ϕ2(ζ) = X2
u − iX2

v = sinh u sin v − i cosh u cos v = −i cosh ζ , (3.201)

ϕ3(ζ) = X3
u − iX3

v ≡ 1 , ζ := u+ iv

(vgl. Formeln(3.190)). Die Minimalflächendarstellung(3.192)-(3.194)des Katenoides wird
durch diese Funktionen bestimmt. Für die Weierstrass Darstellung(3.199)erhalten wir:

F (ζ) = ϕ1(ζ) − iϕ2(ζ) = −e−ζ , G(ζ) =
1

ϕ1(ζ) − iϕ2(ζ)
= −eζ . (3.202)

Beispiel 3.89Die Parametrisierung

X :
(
−π

2
,
π

2

)
× R → R

3 , X(u, v) = (v cos u, v sin u, u)⊤ (3.203)

des Helikoid (Beispiel 3.78 mitc = 1) ist nicht isotherm:E − G + iF 6≡ 0 (vgl. (3.200)).
Aber wir werden nundrei weitere Parametrisierungendes Helikoids betrachten:

X̃ : R ×
(
−π

2
,
π

2

)
→ R

3 , X̃(u, v) = (u, v, u tan v)⊤ , (3.204)

≈

X :
(
−π

2
,
π

2

)
× R → R

3 ,
≈

X(u, v) = (− sinh u sin v, sinh u cos v,−v)⊤, (3.205)

X0 :
(
−π

2
,
π

2

)
× R → R

3 , X0(u, v) = (sinh v cos u, sinh v sin u, v)⊤ . (3.206)

Die Variabeltransformationen

Φ :
(
−π

2
,
π

2

)
× R

3 → R ×
(
−π

2
,
π

2

)
, Φ(u, v) = (v,

u

cos v
)⊤ ,

Φ̃ :
(
−π

2
,
π

2

)
× R → R ×

(
−π

2
,
π

2

)
, Φ̃(u, v) = (−v, sinh u)⊤ ,

Φ0 :
(
−π

2
,
π

2

)
× R → R ×

(
−π

2
,
π

2

)
, Φ0(u, v) = (u, sinh v)⊤ ,

T12, T23 : R
3 → R

3 , T12(x, y, z) = (y, x, z)⊤ , T23(x, y, z) = (x, z, y)⊤

sind nicht entartet da die entschprechende Jakobi Determinanten verschwinden nicht:

DΦ(u, v) =

[
0 1
1

cos v

u sin v

cos2 v

]
, detDΦ(u, v) = − 1

cos v
< 0 , (3.207)

DΦ̃(u, v) =

[
0 −1

cosh u 0

]
, detDΦ̃(u, v) = cosh u ≥ 1 , (3.208)

DΦ0(u, v) =

[
1 0
0 cosh v

]
, detDΦ0(u, v) = cosh v ≥ 1 , (3.209)
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DT12(x, y, z) =




0 1 0
1 0 0
0 0 1


 , DT23(x, y, z) =




1 0 0
0 0 1
0 1 0


 ,

detDT12(x, y, z) ≡ −1 , detDT23(x, y, z) ≡ −1 .

Es folgt:

X̃ = T23 ◦X ◦ Φ ,
≈

X = T12 ◦X ◦ Φ̃ , X0 = T12 ◦X ◦ Φ0 . (3.210)

Die Parametrisierung
≈

X in (3.205) ist isotherm da

≈

E = |
≈

Xu|2 = 1 + sinh2 u = cosh2 u =
≈

G ,
≈

F = 0 . (3.211)

Bei Umparametrisierungen bleibt die Eigenschaft “Minimalfläche zu sein” erhaltenHX ≡ 0,

da∆
≈

X ≡ 0 (vgl. Korollar 3.83).

Die Minimalflächendarstellung (3.192)-(3.194) für isotherme Parametrisierung (3.205)
erhält man mit folgenden holomorphen Funktionen

ϕ1(ζ) = i sinh ζ , ϕ2(ζ) = cosh ζ , ϕ3(ζ) ≡ i , ζ := u+ iv (3.212)

und die Weierstrass Darstellung (3.199) durch:

F (ζ) = −ie−ζ , G(ζ) = −ieζ . (3.213)

Die Funktionenϕj, j = 1, 2, 3, F undG in (3.201), (3.202) und (3.212), (3.213) unter-
scheiden sich durch den Faktori. In diesem Fall spricht man vonadjungierten Minimal-
flächen. Also,Katenoid und Helikoid sind adjungierte Minimalflächen.

Bemerkung 3.90 Die ParametrisierungeñX =
(
X̃1, X̃2, X̃3

)⊤
und

≈

X =

(
≈

X1,
≈

X2,
≈

X3

)⊤

können inu auf ganzR2 periodisch fortgesetzt werden, denn die ersten zwei Komponenten

X̃1, X̃2,
≈

X1 und
≈

X2 sind periodisch inu.

Dasselbe ist f̈ur die Parametrisierung(3.204)X̃ =
(
X̃1, X̃2, X̃3

)⊤
nicht m̈oglich, da

X̃ ein Graph ist undX̃3 = u tan v keine passende Fortsetzung iñX2 = v hat! Die Problem

liegt daran daß die VariabeltransformationΦ(u, v) entartetDΦ(u, v) = − 1

cos v
= ∞ beim

v =
π

2
(vgl. (3.207)).
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3.13 KLASSISCHE BEISPIELE VON M INIMALFL ÄCHEN

Gesucht: Explizite Lösungen der Minimalflächengleichung für Graphenflächen (MFG) (3.133):

fuu(1 + f 2
v ) − 2fuvfufv + fvv(1 + f 2

u) = 0 .

Triviale L ösungen:I. Alle (affin) linearen Funktionenf sind Lösungen.

II. Ist f ein Lösung, so sind die Funktionen




f + const,

fu0,v0(u, v) := f(u− u0, v − v0) (Translationen),

fλ(u, v) :=
1

λ
f(λu, λv) für λ 6= 0 (Streckungen)

(3.214)

ebenfalls Lösungen.

Historisch: Lagrange war der Erste der Minimalflächen im Yahr 1760 untersucht hat.

Meusnier hat im Yahr 1776: erste nichtlineare Lösungen gefunden: Katenoid, Helikoid.

Scherk hat im Yahr 1834 weitere Lösungen gefunden-Scherk’sche Flächen.

IDEE: finde spezielle Lösungen durch einen Separationsansatz.

1. Ansatz:

f(u, v) = ϕ(u) + ψ(v), alsofuv = 0. (MFG) (3.133) lautet

ϕ′′(u)
(
1 + (ψ′(v))2

)
= −ψ′′(v)

(
1 + (ϕ′(u))2

)

und wird durch Umformen zu

−ϕ′′(u)(
1 + (ϕ′(u))2

) ≡ ψ′′(v)(
1 + (ψ′)2(v)

) ≡ a = const, (3.215)

denn die Funktionen sind unabhängig voneinander. Also haben wir eine gewöhnliche Diffe-
rentialgleichung fürϕ′ (bzw.ψ′) hergeleitet. Deren Lösung lautet:

(ϕ′)′(u)(
1 + (ϕ′(u))2

) ≡ −a ⇒ ϕ′(u) = tan
[
a(u− u0)

]

⇒ ϕ(u) = −1

a
log
[
cos(a(u− u0))

]
+ const (3.216)

und, ähnlich,

(ψ′)′(v)(
1 + (ψ′(v))2

) ≡ a ⇒ ψ(v) =
1

a
log
[
cos(a(v − v0))

]
+ const . (3.217)
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Mit (3.215) folgt

f(u, v) =
1

a
log

[
cos(a(v − v0))

cos(a(u− u0))

]
. (3.218)

Im Fall u0 = v0 = 0 unda = 1 die Lösung lautet

f(u, v) = log
[cos v

cos u

]
,

ist definiert auf den Mengen
{

(u, v) : |u− kπ| < π

2
, |v − ℓπ| < π

2
, k + ℓ gerade

}

und heißtScherk’sche Fl̈ache:

X(u, v) =
(
u, v, log

[cos v

cos u

])⊤
, −π

2
≤ u, v <

π

2
. (3.219)

X(u, v) ist eine Minimalfläche und ihre mittlere Krümmung verschwindet identisch.

Die Parametrisierung (3.219) ist nicht isothertmF = fufv 6≡ 0 (vgl. (3.176) und
(3.200)). Aber die folgende Umparametrisierung der Scherk’schen Fläche ist isothertm:

X(u+ iv) = X(ζ) =

(
arg

ζ + i

ζ − i
, arg

ζ + 1

ζ − 1
, log

∣∣∣∣
ζ2 + 1

ζ2 − 1

∣∣∣∣
)⊤

(3.220)

=

(
tan−1 2u

u2 + v2 − 1
, tan−1 −2v

u2 + v2 − 1
,
1

2
log

(u2 − v2 + 1)2 + 4u2v2

(u2 − v2 − 1)2 + 4u2v2

)⊤

(3.221)

Scherk’sche Fläche
Fig. 3.22

Mit der Parametrisierung (3.220) ist es möglich
weitere Darstelllungen der Scherk’schen Fläche zu
bestimmen: die Minimalflächendarstellung (3.192)-
(3.194) wird durch die Funktionen

ϕ1(ζ) =
2

1 + ζ2
, ϕ2(ζ) =

2i

1 − ζ2
, (3.222)

ϕ3(ζ) =
4ζ

1 − ζ4
, ζ := u+ iv

und die Weierstrass Darstellung (3.199) durch die
Funktionen

F (ζ) =
4

1 − ζ4
, G(ζ) = ζ , (3.223)

ζ := u+ iv

bestimmt.
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Bemerkung 3.91 Die Darstellung(3.221)lässt sich durch Hinzufügen der vertikalen Gera-

den
(
(2k + 1)

π

2
, (2ℓ+ 1)

π

2

)
× R zu einer glatten Fl̈ache inR3 ergänzen.

2. Ansatz: fuu = 0, d.h.f(u, v) = auϕ(v) + ψ(v). Also istf eine lineare Funktion von
v und die (MFG) (3.133) ist äquivalent zu

[
1 + a2ϕ2(v)

][
auϕ′′(v) + ψ′′(v)

]
= 2aϕ′(v)aϕ(v)

[
auϕ′(v) + ψ′(v)

]
.

Die Gleichung ist affin linear inu und ein Koeffizientenvergleich liefert
{ [

1 + a2ϕ2(v)
]
aϕ′′(v) = 2a3ϕ(v)(ϕ′(v))2 ,

[
1 + a2ϕ2(v)

]
ψ′′(v) = 2a2ϕ′(v)ϕ(v)ψ′(v) ,

(3.224)

Vorausgesetzta 6= 0 folgt

ϕ′′

ϕ′
=

2a2ϕϕ′

1 + a2ϕ2
=
ψ′′

ψ′
(3.225)

und

logψ′(v) = logϕ′(v) + const ⇐⇒ ψ′(v) = const · ϕ′(v), (3.226)

so wie

0 ≡ ϕ′′

1 + a2ϕ2
− (2a2ϕϕ′)ϕ′

[
1 + a2ϕ2

]2 =

[
ϕ′

1 + a2ϕ2

]′
. (3.227)

Aus (3.227)
ϕ′(v) = const ·

[
1 + a2ϕ2(v)

]

und, mitconst =
b

a
und (3.226),

ϕ(v) =
1

a
tan

[
bv + c

]
, ψ(v) = d tan

[
bv + c

]
+ d̃ . (3.228)

Es folgt
f(u, v) = (u− u0) tan

[
b(v − vo)

]
+ const ,

so dass, mitu0 = v0 = 0, b = 1, const = 0,

graph f =
{
(u, v, u tan v)⊤ ∈ R

3 : (u, v)⊤ ∈ R
2
}

(3.229)

bis auf Translationen und Streckungen der Argumente inR2 (vgl. (3.214)).

Diese Fläche ist der Teil des von Meusnier 1776 gefundenen Helikoids (d.h., Wendel-
fläche mit Ganghöheπ; vgl. die Darstellung (3.204)).

Das Helikoid ist gleichzeitig eine Regelfläche:X(t, u) = α(t)+uw(t) mit der Leitkurve
α(t) = (0, t, 0)⊤ und der Regelgeradew(t) = (1, 0, tan t)⊤.
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Korollar 3.92 Das Helikoid ist die einzige nichttriviale Regelfläche, die auch eine Minimal-
fläche ist.

Minimalfl ächen, die gleichzeitig Rotationsfl̈achen sind.

Gesucht ist eine Funktionf = f(z), so dass die Rotation von

Graph f =
{
(z, f(z))⊤ ∈ R

2 : z ∈ I ⊂ R
}

um die z-Achse
X(θ, z) =

(
f(z) cos θ, f(z) sin θ, z

)

lokal eine Minimalfläche erzeugt. Dag(v) = v, g′ = 1, g′′ = 0, gilt wegen (3.137)

Hf(z) ≡ 0 ⇐⇒ f ′′(z)

1 + [f ′(z)]2
=

1

f(z)
. (3.230)

Wäref ′(z) ≡ 0, so wäref(z) ≡ const undX beschriebe einen Zylinder, also keine Mini-
malfläche! Demnach gibt es Punktez mit f ′(z) 6= 0. In der Nähe eines solchen Punktes gilt
dann

2f ′′(z)f ′(z)

1 + [f ′(z)]2
=

2f ′(z)

f(z)
,

also
log
{
1 + [f ′(z)]2

}
= log f 2(z) + log c21 = log

[
c21f

2(z)
]
,

bzw.

1 + [f ′(z)]2 = c21f
2(z) . (3.231)

oder noch

f ′(z) = −+
√[

c1f(z)
]2 − 1 . (3.232)

Die Lösung dieser gewöhnlichen Differentialgleichung lautet

f(z) =
1

c1
cosh(c1z + c2) . (3.233)

Also ist der Graph vonf eine Kettenlinie und die entsprechende Fläche das Katenoid (vgl.
Beispiel 3.77)

Für die spezielle Wahlc1 = 1, c2 = 0 undf(z) = cosh z, bekommt man

X(θ, z) = (cosh z cos θ, cosh z sin θ, z)⊤ .

Korollar 3.93 Das Katenoid ist die einzige Minimalfläche, die gleichzeitig eine Rotations-
fläche ist.
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Beispiel 3.94 Enneper’sche Minimalfl̈ache. Die Enneper’sche Fläche ist die folgende pa-
rametrisierte Fl̈ache

X(u, v) :=

(
u− 1

3
u3 + uv2, v − 1

3
v3 + vu2, u2 − v2

)⊤

. (3.234)

Sie ist eine Minimalfl̈ache, die sogar isotherm parametrisiert ist, es gilt alsoE = G , F = 0.
Auf Minimalfl̈achendarstellung der Gleichungen(3.192)-(3.194)führen uns die Funktionen

ϕ1(ζ) = ζ2 − 1 , ϕ2(ζ) = i(ζ2 + 1) , ϕ3(ζ) = 2ζ , ζ := u+ iv (3.235)

und die Weierstrass Darstellung(3.199)erhalten wir durch

F (ζ) = 2 , G(ζ) = ζ . (3.236)

Enneper’sche Fläche Catalan’sche Fläche
Fig. 3.23 Fig. 3.24

Beispiel 3.95 Catalan’sche Minimalfl̈ache. Die Catalan’sche Fl̈ache ist die folgende pa-
rametrisierte Fl̈ache:

X(u, v) :=
(
u− sin u cosh v, 1 − cos u cosh v, 4 sin

u

2
sinh

v

2

)⊤
. (3.237)

Diese Fl̈ache ist eine isotherm parametrisierte Minimalfläche. Um auf die Minimalfl̈achen-
darstellung(3.192)-(3.194)zu konmmen, benötigen wir die Funktionen

ϕ1(ζ) = 1 − cosh(−iζ) , ϕ2(ζ) = i sinh(−iζ) , ϕ3(ζ) = 2 sinh

(
−iζ

2

)
(3.238)

und f̈ur die Weierstrass Darstellung(3.199)die Funktionen

F (ζ) = 1 − eiζ , G(ζ) =

2 sinh

(
−iζ

2

)

1 − eiζ
, ζ := u+ iv . (3.239)
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Das Bernstein-Problem, 1915: Gibt es nichtlineare Lösungen der (MFG) auf ganzRn?

Satz 3.96 . Jede Minimalfl̈ache in Graphenform, die auf der ganzen Ebene definiert ist, also

X : R
2 → R

3 , X = (x1, x2, f(x1, x2))⊤ , f ∈ C
2(R2) (3.240)

ist eben:f(x1, x2) = a1x
1 + a2x

2 + b, mit konstanten Koeffizientena1, a2, b ∈ R.

Ohne Beweis (J.C.C. Nitsche 1957): Siehe [Jo, Satz 4.8]).

Bemerkung 3.97 Dieses Ergebnis läßt sich nicht verallgemeinern:

• Für 2 ≤ n ≤ 7 gibt eskeine nichttriviale (nichtlineare) Minimalfl̈achen in Graphen-
form, die auf ganzRn definiert ist.

• Für n ≥ 8 existierennichttriviale Minimalfl̈achen in Graphenform, die auf ganzRn

definiert sind (Fleming, Almgren, De Giorgi, Simons, Federer 1960-1969; Geometri-
sche Maßtheorie).

ÜBUNGEN

Übung 3.1 Betrachten Sie für a, b, c ∈ R+ =]0,∞[ die folgenden Teilmengen desR3:

1. das Ellipsoid: {
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}
;

2. das einschalige Hyperboloid:

{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

}
;

3. das zweischalige Hyperboloid:

{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1

}
;

4. das elliptische Paraboloid:

{
(x, y, z) ∈ R

3 : z =
x2

a2
+
y2

b2

}
;

5. das hyperbolische Paraboloid:

{
(x, y, z) ∈ R

3 : z =
x2

a2
− y2

b2

}
.
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Skizzieren Sie diese Mengen und stellen Sie möglichst
”
große“ Teilmengen als parametri-

sierte Fl̈ache dar.

Übung 3.2 Betrachten Sie die stereographische Projektionπ : S2 \ {N} → R2, die einen
Punktp = (x, y, z) der SpḧareS2 ohne den NordpolN = (0, 0, 2) auf den Schnittpunkt der
(x, y)-Ebene mit der Geraden abbildet, dieN und p verbindet. Es sei(u, v) = π(x, y, z),
wobei(x, y, z) ∈ S2 \ {N} und(u, v) ∈ (x, y)-Ebene.

1. Zeigen Sie, dass die inverse Abbildungπ−1 : R2 → S2 durch

x =
4u

u2 + v2 + 4
, y =

4v

u2 + v2 + 4
, z =

2(u2 + v2)

u2 + v2 + 4

gegeben ist.

2. Welcher Teil der Spḧare kann mit der stereographischen Projektion als parametrisierte
Fläche dargestellt werden?

3. Berechnen Sie die Koeffizienten der ersten Fundamentalform: E := |π−1
u |2, F :=

π−1
u · π−1

v undG := |π−1
v |2.

Übung 3.3 Betrachten Sie das Helikoid(3.161)und das Katenoid(3.154).

1. Skizzieren Sie für a > 0 die folgenden beiden Flächen sowie die Bilder der Gauß-
Abbildungen des Helikoids und des Katenoids.

2. Beweisen Sie, dass auch die Kurve

X(u, v) := (v cos u, v sin u, cu)⊤, 0 < u < 2π, −∞ < v <∞ , (3.241)

ein Helikoid darstellt.

3. Wie unterscheiden sich die folgenden Größen der Kurven(3.154)und (3.241)(Para-
metrisierungen des Helikoids!):

(a) Tangentenvektoren und Normalenvektoren (Gaußabbildungen).

(b) Koeffizienten der ersten Fundamentalform.

(c) Koeffizienten der zweiten Fundamentalform.

Übung 3.4 Betrachten Sie die durch

X(u, v) = (u, v, u3 − 3uv2)

gegebene Fläche imR3.

1. Berechnen Sie die Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamentalform.

2. Zeigen Sie, daß die Gaußsche Krümmung als Funktion vonr2 = u2 + v2 geschrieben
werden kann.
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3. Skizzieren Sie die Fläche.

Übung 3.5 Sei

α : [0, ℓ) → R
2 , s 7→ α(t) := (g(t), h(t))⊤ , 0 ≤ t < ℓ (3.242)

eine regul̈are ebene Kurve mitg(t) > 0 für alle t und

Xα(t, θ) :=
(
g(t) cos θ, g(t) sin θ, h(t)

)⊤
, 0 ≤ t < ℓ , 0 ≤ θ < 2π (3.243)

die entschprechende Rotationsfläche zuα.

1. Beweisen Sie, dass die Gauß’schenK(t, Xα), die mittlereH(t, Xα) Krümmungen der
DrehflächeXα und die Kr̈ummungκα der erzeugenden Kurveα in folgender Weise
voneinander abḧangen:

K(t, Xα) =
κα(t)h′(t)

|α′(t)|g(t) , H(t, Xα) =
1

2

[
κα(t) +

h′(t)

|α′(t)|g(t)

]
. (3.244)

2. Beweisen Sie daß wennα bereits nach Bogenlänge parametrisiert istα′(s) ≡ 1, für
die zugeḧorige Rotationsfl̈acheSpurXα gilt folgende Satz von Pappus:

Flächeninhalt(SpurXα) = 2π

∫ ℓ

0

g(s) ds . (3.245)

Übung 3.6 Berechnen Sie den Flächeninhalt der Spḧare, indem Sie das Flächenelement zur
ersten Fundamentalform integrieren (oder mit Formel(3.245)).

Übung 3.7 Betrachten Sie für −1

2
< v <

1

2
und f̈ur 0 < u < 2π die parametrisierte Fl̈ache

X(u, v) =




cosu
sin u

0


 + v




cos
u

2
cosu

cos
u

2
sin u

sin
u

2



.

1. Berechnen Sie die Gauß-AbbildungN(u, v) und die erste Fundamentalform der Fläche.

2. Berechnen Sielimu→0N(u, 0) undlimu→2π N(u, 0). Interpretieren Sie das Ergebnis.

3. Zeigen Sie, daß für die Gaußsche Kr̈ummung gilt:

K = − 4
[
v2 + 4

(
1 + v cos

u

2

)2
]2 .
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Übung 3.8 Betrachten Sie die parametrisierte Fläche (Enneperfl̈ache)

X(u, v) =

(
u− u3

3
+ uv2, v − v3

3
+ vu2, u2 − v2

)
.

Zeigen Sie:

1. Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform sindE = G = (1 + u2 + v2)2, F = 0.

2. Die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform sindL = 2, N = −2, M = 0.

3. Die mittlere Kr̈ummung ist identisch Null, und für die Gaußsche Kr̈ummung gilt:

K = − 4

(1 + u2 + v2)4
.

Übung 3.9 Betrachten Sie die Fläche, die man durch Rotation der Kurvey = x3, −1 <
x < 1, um die Geradex = 1 erhält. Zeigen Sie, daß die Punkte, die man durch Rotation des
Ursprungs(0, 0) der Kurve erḧalt, Flachpunkte der Fl̈ache sind.

Übung 3.10 Sei

X :
(
−π

2
,
π

2

)
×
(
−π

2
,
π

2

)
−→ R

3 , X(x, y) =
(
x, y, log

cos y

cos x

)
.

Berechnen Sie die Hauptkrümmungen von die FlächeX.

Übung 3.11 Seiα : [0, ℓ) → R3 eine regul̈are Kurve auf einer Fl̈acheX : Ω → R3 mit
überall positiver Gauß’sche Krümmung. Zeigen Sie für die Krümmungκα der Kurve und die
Hauptkr̈ummungenκ1, κ2 der Fläche daß̈uberallκα ≥ κ1 gilt.

Übung 3.12 Es seiX : Ω → R3, Ω ⊂ R2, eine regul̈are Fläche ohne Selbstüberschneidun-
gen. Zeigen Sie für (u, v) ∈ Ω undw ∈ Tu,vX dass:Es gibt eine differenzierbare Kurve

X
(
α1(t), α2(t)

)
mit X

(
α1(0), α2(0)

)
= X(u, v) und

d

dt
X
(
α1(t), α2(t)

)∣∣∣∣
t=0

= w.

Übung 3.13 Bestimmen Sie die Krümmungslinien und die Asymptotenlinien der Enneper-
fläche (siehe Ser. 8, Aufg. 2).

Übung 3.14 Es seia > 0 undX(u, v) eine regul̈are Fläche mit Gaußscher KrümmungKX ,
mittlerer KrümmungHX und mit(1−2HXa+KXa

2) > 0. Eine Parallelfl̈ache zuX ist eine
parametrisierte Fl̈ache

Y (u, v) = X(u, v) + aN(u, v).

1. Zeigen Sie, dassY (u, v) eine regul̈are Fläche ist.
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2. Beweisen Sie, dass die Gaußsche KrümmungKY vonY durch

KY :=
KX

1 − 2HXa +KXa2

und die mittlere Kr̈ummungHY vonY durch

HY :=
HX −KXa

1 − 2HXa +KXa2

gegeben ist.

3. Die FlächeX habe konstante mittlere KrümmungHX = c 6= 0. Betrachten Sie die
ParallelflächeY zuX im Abstand1/(2c) und zeigen Sie, dass diese Parallelfläche
konstante Gaußsche Krümmung gleichKY = 4c2 hat.

Übung 3.15 Zeigen Sie, dass bei einem hyperbolischen Punkt die Hauptkrümmungsrichtun-
gen die Winkel zwischen den Asymptotenrichtungen halbieren.

Übung 3.16 Zeigen Sie: Wenn die mittlere Krümmung in einem nicht ebenen Punkt Null ist,
so gibt es in diesem Punkt zwei orthogonale Asymptotenrichtungen.

Übung 3.17 SeiX : Ω → R3 Fläche undα : I → SpurX eine Gerade aufSpurX.
Zeigen Sie, dassSpurα Asymptotenlinie ist.

Übung 3.18 Zeigen Sie, dass die Wendelfläche (helikoid oder Schraubenfläche; vgl. Beispiel
1.14, Beispiel 3.27, Beispiel 3.78,Übung 3.3 und Fig. 3.19) ) eine Regelfläche ist. Bestimmen
Sie Asymptotenlinien und Krümmungslinien von Wendelfläche.

Übung 3.19 Es seiS ⊂ R3 eine Regelfl̈ache. Zeigen Sie, dass für die Gaußsche Kr̈ummung
KS gilt

KS ≤ 0 .

Übung 3.20 Wenn zwei differenzierbare Funktionenf, g : U ⊂ R2 → R die Cauchy–
Riemannschen Gleichungen

∂f

∂u
=
∂g

∂v
,

∂f

∂v
= −∂g

∂u

erfüllen, sieht man leicht, daß sie harmonisch sind; in dieser Situation nennt manf und
g konjugiert harmonisch. Es seienX und Y isotherme Parametrisierungen von Minimal-
flächen, so daß ihre Komponentenfunktionen paarweise konjugiert harmonisch sind; dann
heißenX undY konjugierte Minimalfl̈achen. Beweisen Sie:

1. Das Helikoid und das Katenoid sind konjugierte Minimalflächen.
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2. Sind zwei konjugierte MinimalflächenX undY gegeben, so ist die Fläche

Z = (cos t)X + (sin t)Y (3.246)

wiederum eine Minimalfl̈ache f̈ur alle t ∈ R.

3. Alle Flächen der Ein–Parameter–Familie (3.246) haben dieselbe erste Fundamental-
form:

E = 〈Xu, Xu〉 = 〈Yu, Yu〉, F = 0, G = 〈Xv, Xv〉 = 〈Yv, Yv〉.

Daher k̈onnen zwei konjugierte Minimalflächen durch eine Ein–Parameter–Familie
von Minimalfl̈achen verbunden werden, und die erste Fundamentalform dieser Familie
ist unabḧangig vont.

Übung 3.21 Es seiΩ ⊂ R2=̂ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet,X eine isotherm
parametrisierte Minimalfl̈ache, undX∗ sei so gegeben, dass die Funktionf := X + iX∗,

f : Ω → C
3, (u+ iv) = w 7→

(
f1(w), f2(w), f3(w)

)⊤

eine holomorphe Kurve inC3 ist. Zeigen Sie:

1. Die Funktionf ist eine isotrope Kurve inC3, d.h.
(
f ′

1(w)
)2

+
(
f ′

2(w)
)2

+
(
f ′

3(w)
)2

= 0.

2. Ist umgekehrtg : Ω → C3 eine (holomorphe) isotrope Kurve inC3, so sind

Y (u, v) := Re g(w), Y ∗(u, v) := Im g(w)

Minimalflächen inR3.

Übung 3.22 SeiX : R2 → R3, X : (u, v) 7→ (u, v, u(v2 − 3v2))⊤ die Fläche. Zeigen
Sie, dass der Punkt(0, 0) Flachpunkt ist. Skizzieren Sie den Schnitt vonX mit einer Ebene
(u, v) 7→ (u, v, ε)⊤ für kleinesε).

Übung 3.23 Seiℓ eine Gerade und seiX eine Regelfl̈ache, deren Leitkurveα : I → R3 die
Geradeℓ nicht schneidet und deren Regelgeradenℓ senkrecht schneiden (X heit rechtwink-
liges Konoid).

Parametrisieren SieX und bestimmen Sie, wannX nichtzylindrisch ist.

Übung 3.24 Zeigen Sie, dass eine FlächeF : Ω → R3, genau dann eine Minimalfläche
ohne Flachpunkte ist, wenn für alleω ∈ Ω, z = F (ω), gilt

κ1(ω) 6= κ2(ω) und ∀X, Y ∈ TzF (Ω) : DNF X ·DNF Y = κ2
1(ω)X · Y ,

wobeiNF (ω) die Gauß’sche Abbildung (Einheitsnormalvektor) bezeichnet.



126 ELEMENTARE DIFFERENTIALGEOMETRIE

Übung 3.25 SeiF wie in Aufgabe 3.24 und seiE : Ω → R3 eine Minimalfl̈ache ohne
Flachpunkte.

a. Seiω ∈ Ω, NF (ω) 6= N , wobeiN = (0, 0, 2)⊤ der Nordpol bezeichnet. Folgern Sie
aus Aufgabe 3.25, dassF−1NF : Ω → R

2 lokal umω invertierbar ist.

b. Zeigen Sie mit Aufgabe 3.25, dass̃M := M ◦N−1
F ◦F isotherm ist. (F̈ur NF (Ω) = N

könnte man naẗurlich die Projektionüber den S̈udpol verwenden).
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4 INNERE GEOMETRIE VON FL ÄCHEN

4.1 ISOMETRIEN

Da wir uns nun mit Fragen der inneren Geometrie beschäftigen werden, die also unabhängig
von der Parametrisierung sein sollen, betrachten wir ab jetzt nur nochgeometrisch regul̈are
Flächen. Insbesondere soll in jedem Punktp einer solchen FlächeS ein eindeutig bestimmter
TangentialraumTpS existieren. Insbesondere darfS keine Selbstüberschneidungen haben.

Definition 4.1 Eine TeilmengeS ⊂ R3 heißt regul̈are (eingebettete) Fläche, wenn gilt:∀p ∈
S existiert eine UmgebungV vonp in R

3 sowie eine bijektive Abbildung

X : U → V ∩ S ⊂ R
3 , U ⊂ R

2 offen (4.1)

mit den folgenden Eigenschaften:

i. X ist glatt (als Abbildung nachR3).

ii. Für jeden Punkt(u, v) ∈ U istDX(u,v) : R2 → R3 injektiv.

iii. Die inverse AbbildungX−1 : V ∩ S → U ist stetig, d.h. es gibtW ⊂ R3 offen mit

V ∩ S ⊂W und eine stetige AbbildungF : W → R2 mitF
∣∣∣
V ∩S

= X−1.

Bemerkung 4.2 Definition 4.1 definiert eine zweidimensionale unendlich oft differenzierba-
re, also glatte Mannigfaltigkeit!

Bedingung (iii) ist wichtig, da sonst nicht erwünschte Fälle möglich sind (z. B. Selbst-
überschneidungen).

Der Tangentialraum einer regulären FlächeS in einem Punktp ∈ S ist dann (vgl. Defi-
nition 4.1 für Bezeichnungen)

TpS := DX
(
X−1(p)

)
(R2) = DX

∣∣∣
X−1(p)

(R2) ⊂ R
3

Bemerkung 4.3 Die Definition vonTpS ist unabḧangig von der Wahl der Parametrisierung
X.

Definition 4.4 Eine Abbildungϕ : S → M ⊂ R3 einer regul̈are FlächenS heißt differen-
zierbar (glatt), wenn gilt: Zu jedemp ∈ S gibt es ParametrisierungenX vonS nahep und
Y vonM naheϕ(p), so dass

Y −1 ◦ ϕ ◦X
differenzierbar (glatt) ist. Ein Diffeomorphismusϕ : S → M ist eine bijektive glatte Abbil-
dung, deren Umkehrabbildungϕ−1 ebenfalls glatt ist.
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Ein Diffeomorphismusϕ : S → M von Flächen veranlassestst die lineare Abbildung
von entschprechende Tangenzialräumendϕp : TpS → Tϕ(p)M die durch

dϕp(w) = DY
∣∣∣
Y −1(ϕ(p))

D(Y −1 ◦ ϕ ◦X)
∣∣∣
X−1(p)

(
DX

∣∣∣
X−1(p)

)−1

(w) (4.2)

gegeben ist, wobei sind die Abbildungen

DX
∣∣∣
X−1(p)

: R
2 → TpS und DY

∣∣∣
Y −1(ϕ(p))

: R
2 → Tϕ(p)M

invertierbar nach Definition 4.1.

Fig. 4.1

X Y

S M

ϕ

Y −1 ◦ ϕ ◦X

Definition 4.5 Ein Diffeomorphismusϕ : S → M heißt Isometrie, wenn gilt: F̈ur jedes
p ∈ S und beliebiges Tangentenvektorw ∈ TpS ist

|w| = |dϕp(w)| . (4.3)

S undM heißen dann isometrisch.

Satz 4.6 Eine Isometrieϕ erhält die erste Fundamentalform

w · θ = IS
p (w, θ) = IM

ϕ(p)(dϕp(w), dϕp(θ)) = dϕp(w) · dϕp(θ) . (4.4)

Vice versa: Erḧalt ein Diffeomorphismusϕ die erste Fundamentalform, so istϕ eine
Isometrie.
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Beweis:Bei einer Isometrieϕ erhält das Differentialdϕ den norm, dann gilt fürw, θ ∈ TpS

w · w̃ =
1

2

{
|w + w̃|2 − |w|2 − |w̃|2

}
=

1

2
{Ip(w + w̃, w + w̃) − Ip(w,w) − Ip(w̃, w̃)}

=
1

2

{
Iϕ(p)

[
dϕp(w + w̃), dϕp(w + w̃)

]
− Iϕ(p)

[
dϕp(w), dϕp(w)

]

− Iϕ(p)

[
dϕp(w̃), dϕp(w̃)

]}

= dϕp(w) · dϕp(w̃) (4.5)

und ist alsoϕ eine Isometrie.

Vice versa: wenn die erste Fundamentalform erhalten bleibt, dann bleibt der norm erhal-
ten (setzew = θ in (4.4)).

Definition 4.7 Eine Abbildungϕ : S → M heißt lokale Isometrie (oder: S lokal iso-
metrisch zu M ), wenn gilt: zu jedemp ∈ S gibt es eine UmgebungV von p (in R3), so
dass

ϕ
∣∣
V ∩S

: V ∩ S → ϕ(V ∩ S) ⊂ M

eine Isometrie ist.

p

ϕ

ϕ(p)

w

w̃

ϕ(w)

ϕ(w̃)

c

c̃

ϕ(c)

ϕ(c̃)

Fig. 4.2

Geometrisch: Betrachte Kurven

c1 : (−ε, ε) → S , c2 : (−ε, ε) → S ,

die sich beit = 0 schneiden. Für den Schnittwinkelθ bei t = 0 gilt

cos θ =
c′1(0)

|c′1(0)| ·
c′2(0)

|c′2(0)| =
c′1(0) · c′2(0)

|c′1(0)||c′2(0)| . (4.6)
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Unter einer Isometrieϕ : S → M werden diese Kurven abgebildet auf

c̃1 := ϕ ◦ c1 , c̃2 := ϕ ◦ c2 , c̃1 , c̃2 : (−ε, ε) → M , (4.7)

die sich ebenfalls beit = 0 (in ϕ
(
c1(0)

)
= ϕ

(
c2(0)

)
) schneiden.

Lemma 4.8 Eine lokale Isometrie ist längetreu und winkeltreu: die erhält die Vektorl̈ange
von Tangentenvektoren

|w| = |dϕp(w)| ∀w ∈ Tp(S) , p ∈ S (4.8)

und den Winkel

cos θ =
c′1(0)

|c′1(0)| ·
c′2(0)

|c′2(0)| =
c̃′1(0)

|c̃′1(0)| ·
c̃′2(0)

|c̃′2(0)| = cos θ̃ (4.9)

zwischen den abgebildete Kurven.

Beweis. (4.8) folgt direkt aus (4.3), angenommenw̃ = w.

Für den Winkel̃θ bei t = 0 der Kurvenϕ ◦ c1 undϕ ◦ c2 in (4.7) gilt mit Hilfe von (4.8):

cos θ̃ =
(ϕ ◦ c1)′(0) · (ϕ ◦ c2)′(0)

|(ϕ ◦ c1)′(0)||(ϕ ◦ c2)′(0)| =
c′1(0) · c′2(0)

|c′1(0)||c′2(0)| = cos θ.

Beispiel 4.9 Betrachte

S = R
2, M = Zylinder =

{
(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 = 1
}
.

Es seiϕ : S → M gegeben durch

ϕ(u, v) = (cos u, sin u, v)⊤.

Dann istϕ eine lokale Isometrie, denn für w = (w1, w2)
⊤ ∈ R2 da

dϕ(u, v)w = d̃ϕ(u, v)(w̃) , w̃ = (w1, w2, 0)⊤ ∈ R
3 (natürliche Einbettung!)

wobeidet d̃ϕ(u, v) ≡ 1 ist invertierbar, und

dϕ(u, v) =




− sin u 0
cos u 0

0 1


 , d̃ϕ(u, v) :=




− sin u 0 cos u
cos u 0 sin u

0 1 0




dϕ(u, v)(w) · dϕ(u, v)(w) =
∣∣∣
(
− (sin u)w1, (cos u)w1, w2

)∣∣∣
2

= w2
1

(
sin2 u+ cos2 u

)
+ w2

2 = |w|2. (4.10)

Daϕ nicht injektiv ist, istϕ keine globale Isometrie (schon aus topologischen Gründen nicht
möglich).
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Satz 4.10Eine lokale Isometrieϕ : S → M von zwei regul̈aren FlächenS undM existiert
dann und nur dann, wenn es ParametrisierungenX : U → S undY : U → M gibt so,
dass f̈ur die zugeḧorigen ersten Fundamentalformen gilt

E
S = E

M , F
S = F

M , G
S = G

M auf U . (4.11)

Beweis. Zuerst behaupten wir die Existenz von ParametrisierungenX : U → S, Y : U →
M . Beweisen wir, dass die Abbildung

ϕ : = Y ◦X−1 : X(U) → M . (4.12)

eine lokale Isometrie ist. In der Tat: es seip ∈ X(U) undw ∈ TpS und

X(α(0)) = p und
d

dt
X(u(t), v(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
X(α(t))

∣∣∣∣
t=0

= w (4.13)

sei die Kurve, wobeiα(t) = (u(t), v(t))⊤ eine Kurve inU ist. Dann gilt

w =
d

dt
X(u(t), v(t))

∣∣∣∣
t=0

= Xu

∣∣∣
α(0)

u′(0) +Xv

∣∣∣
α(0)

v′(0) . (4.14)

Nun ist, wegen (4.2) und (4.12),

dϕp(w) =
[
DY

∣∣∣
Y −1(ϕ(p))

D
(
Y −1 ◦ Y ◦X−1 ◦X

) ∣∣∣
X−1(p)︸ ︷︷ ︸

I= Identität

] [
DX

∣∣∣
X−1(p)

]−1

(w)

= DY
∣∣∣
α(0)

α′(0) = Yu

∣∣∣
α(0)

u′(0) + Yv

∣∣∣
α(0)

v′(0) (4.15)

denn, wegen (4.12), (4.13),

Y −1(ϕ(p)) = Y −1
(
Y ◦X−1

(
X(α(0)

))
= α(0)

und wegen (4.14)

[
DX

∣∣∣
X−1(p)

]−1

(w) =

[
DX

∣∣∣
α(0)

]−1

(w) = α′(0) .

Für die jeweiligen ersten Fundamentalformen gilt

∣∣dϕp(w)
∣∣2 = IM

ϕ(p)

(
(dϕp(w), dϕp(w)

)
= E

M (u′)2 + 2F Mu′v′ + G
M (v′)2 (4.16)

wegen (4.15) und

|w|2 = IS
p (w,w) = E

S(u′)2 + 2F Su′v′ + G
S(v′)2 (4.17)
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wegen (4.14). Nun, wegen (4.11), erhalten wir die entscheidende Gleichung

∣∣dϕp(w)
∣∣2 = |w|2, (4.18)

welche die behauptete lokale Isometrie beweist.

Nehmen wir zunächst an, dassϕ : S → M eine lokale Isometrie undX : U → S eine
Parametrisierung ist. Dann istY := ϕ ◦X : U → M entsprechend eine Parametrisierung
von M und es giltYu = dϕp(Xu), Yv = dϕp(Xv). Andererseits bleibt das Skalarprodukt
gemäß Annahme erhalten:

w · θ = dϕp(w) · dϕp(θ) ∀w, θ ∈ TpS .

Damit werden auch die Koeffizienten der ersten Fundamentalformen gleich

E
S = Xu ·Xv = dϕp (Xu) · dϕp (Xv) = Yu · Yv = E

M

und ähnlich folgen die weiteren zwei Gleichungen aus (4.11).

Beispiel 4.11Für eine Rotationsfl̈acheS und die Parametrisierung

X(u, v) =
(
f(v) cos u, f(v) sin u, g(v)

)⊤

mit f(v) > 0 erhält man

E = f 2 , F = 0 , G = (f ′)2 + (g′)2 .

Angewandt auf das Katenoid

XKa

(u, v) = (a cosh v cos u, a cosh v sin u, a v) (4.19)

erhält man so

E
Ka

= a2 cosh2 v , F
Ka

= 0 , G
Ka

= a2(1 + sinh2 v) = a2 cosh2 v . (4.20)

Für das Helikoid benutzen wir die Parametrisierung(3.206)

XHa

(u, v) = (a sinh v cos u, a sinh v sin u, a u) (4.21)

und berechnen (s.o.)

E
Ha

= a2 cosh2 v , F
Ha

= 0 , G
Ha

= a2 cosh2 v . (4.22)

Satz 4.12Katenoid und Helikoid sind lokal isometrisch.

Beweis. Die Behauptung folgt mit Hilfe von (4.20) und (4.22) unmittelbar aus Satz 4.10.
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Beispiel 4.13Ein einschaliger Kegel (ohne Spitze; vgl. Fig. 4.2)

0

α

z

x

y

Fig. 4.2

Kα :=
{

(x, y, z)⊤ ∈ R
3 : z = k

√
x2 + y2

}
, (4.23)

k = cot α > 0, 0 < α <
π

2
,

ist lokal isometrisch zur Ebene.2α ist offenbar der
Öffnungswinkel des Kegels. DefiniereWα ⊂ R2 und
Uα ⊂ R3 durch

Wα :=
{

(ρ, θ)⊤ : 0 < ρ <∞ , 0 < θ < 2π sin α
}
,

Uα :=
{

(ρ cos θ, ρ sin θ, 0)⊤ : 0 < ρ <∞ , 0 < θ < 2π sin α
}

und die Abbildungen

F̃α = (F̃ 1
α, F̃

2
α, F̃

3
α)⊤ : Wα → R

3 ,

Xα : Wα → Uα

durch

F̃α(ρ, θ) =

(
ρ sin α cos

(
θ

sin α

)
, ρ sin α sin

(
θ

sin α

)
, ρ cos α

)⊤

,

Xα(ρ, θ) :=
(
ρ cos θ, ρ sin θ, 0

)⊤
, (ρ, θ) ∈Wα .

(4.24)

Wegen

k
√
x2 + y2 = cot α

√(
F̃ 1

α

)2
+
(
F̃ 2

α

)2
= cot α

√
ρ2 sin2 α

= ρ cos α = F̃ 2
α = z

ist
Graph F̃α = F̃α(Wα) ⊂ Kα .

Da (0, 2π sin α) ∋ θ → θ

sin α
∈ (0, 2π) bijektiv ist, stellt man fest, dass

Fα := F̃α ◦X−1
α : Uα → Kα \

{(
ρ sin α, 0, ρ cos α

)⊤}

ein Diffeomorphismus ist.

Um nachzuweisen, dassFα eine Isometrie ist, berechnen wir die Koeffizienten der ersten
Fundamentalform f̈ur Uα:

Ẽα = 1 , F̃α = 0 , G̃α = ρ2 .
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Für die Parametrisierung des KegelsKα durchF̃α = Fα ◦Xα gilt ebenfalls

Eα = 1 , Fα = 0 , Gα = ρ2 .

Damit ist (nach Satz 4.10)
Fα = (Fα ◦Xα) ◦X−1

α

eine lokale Isometrie.

Isometrien und Bogenl̈ange. SeiS ⊂ R3 eine reguläre und zusammenhängende Fläche.
Wir wollen einen inneren Abstand aufS definieren. Dazu setzen wir fürp, q ∈ S

d(p, q) := inf
{

L (c) : c− Kurve inS vonp nachq
}
, (4.25)

wobeiL (c) die Länge der Kurvenc bezeichnet.

Lemma 4.14 Das in(4.25)definierted ist eine Metrik aufS. Es gilt also:

i. d(p, q) = 0 ⇐⇒ p = q ∀p, q ∈ S.

ii. d(p, q) = d(q, p) ∀ p, q ∈ S.

iii. d(p, q) ≤ d(p, w) + d(w, q) ∀ p, q, w ∈ S (Dreiecksungleichung!).

Beweis. (i.) Folgt aus der Ungleichungd(p, q) ≥ |p− q| = euklid. Abstand.

(ii.) Trivial.

(iii.) Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, bemerken wir zuerst das die Ungleichung
in den Fällend(p, w) = ∞ undd(w, q) = ∞ erfüllt ist. Fallsd(p, w) <∞ undd(w, q) <∞
wähle Wegec1 vonp nachw undc2 vonw nachq, so dass fürε > 0 gegeben,

L (c1) + L (c2) ≤ d(p, w) + d(w, q) + ε .

Der zusammengesetzte Wegc1 ∪ c2 führt vonp nachq, so dass

d(p, q) ≤ L (c1 ∪ c2) = L (c1) + L (c2) ≤ d(p, w) + d(w, q) + ε .

Daε > 0 beliebig war, folgt die behauptete Dreiecksungleichung.

Charakterisierung von Isometrien.

Satz 4.15Ein Diffeomorphismusϕ : S → M ist genau dann eine Isometrie, wenn für alle
Kurvenc in S gilt

L
S(c) = L

M (ϕ ◦ c) . (4.26)
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Beweis. Es seiϕ : S → M eine Isometrie undc : [a, b] → S eine parametrisierte Kurve.
Da die Tangentvektorenc′(t) und (ϕ ◦ c)′(t), wegen der isometrischen Eigenschaft vonϕ,
gleiche Länge haben, gilt

L
S(c) =

∫ b

a

|c′(t)| dt =

∫ b

a

∣∣(ϕ ◦ c)′(t)
∣∣dt = L

M (ϕ ◦ c)

und (4.26) folgt ummitelbar.

Es gelte nun (4.26), aberϕ sei keine Isometrie: es gebe alsop ∈ S sowie0 6= w ∈ Tp(S)
mit (ohne Einschränkung “kleiner”)

IS
p (w,w) < IM

ϕ(p)

(
dϕp(w), dϕp(w)

)
.

Seic : [−ε, ε] → S eine Kurve mitc(0) = p, c′(0) = w, so dass

|c′(0)|2 = IS
p (w,w) < IM

ϕ(p)

(
dϕp(w), dϕp(w)

)
=
∣∣(ϕ ◦ c)′(0)

∣∣2 . (4.27)

Wir können ohne Einschränkung annehmen, dassε > 0 so klein ist, dass (4.27) auch für
t ∈ [−ε, ε] gilt, da|c′(t)| und

∣∣(ϕ◦c)′(t)
∣∣ stetig auf[−ε, ε] ist. Daraus folgt ein Widerspruch:

L
S(c) =

∫ ε

−ε

|c′(t)| dt <
∫ ε

−ε

∣∣(ϕ ◦ c)′(t)
∣∣ dt = L

M (ϕ ◦ c) .

Korollar 4.16 Es seienS, M zusammenḧangende Fl̈achen,ϕ : S → M ein Diffeomor-
phismus. Istϕ eine Isometrie, so gilt

dS(p, q) = dM
(
ϕ(p), ϕ(q)

)
∀ p, q ∈ S . (4.28)

Beweis. Seic eine Kurve inS vonp nachq, alsoϕ ◦ c eine Kurve inM vonϕ(p) nachϕ(q).
Dann folgt

L
S(c) = L

M (ϕ ◦ c)
und somit

dS(p, q) = inf L
S(c) = inf L

M (ϕ ◦ c) ≥ inf L
M (c̃) ≥ dM

(
ϕ(p), ϕ(q)

)
.

Da auchϕ−1 : M → S eine Isometrie ist, folgt auch die umgekehrte Ungleichung,und
damit die Behauptung.

Bemerkung 4.17 Es gilt sogar dieÄquivalenz (Vgl. sp̈ater)

ϕ Isometrie ⇐⇒ dS = dM .
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4.2 KONFORME ABBILDUNGEN

Definition 4.18 Ein Diffeomorphismusϕ : S → M von regul̈are Flächen heißtkonform ,
wenn gilt: f̈ur alle p ∈ S und allew, w̃ ∈ TpS ist

dϕp(w) · dϕp(w̃) = λ2(p)w · w̃ , (4.29)

wobeiλ2(p) > 0 eine glatte Funktion aufS ist.

S undM heißen dann auchkonform äquivalent.

Lokal konform definiert man analog zu lokal isometrisch (vgl. Definition 4.7).

Im Gegensatz zur Isometrie, die beides, winkel- und längentreu ist (vgl. Lemma 4.8), ist
eine konforme Abbildung nur winkeltreu.

Lemma 4.19 Eine konforme Abbildung erhält die Winkel.

Beweis. Für den Schnitwinkel̃θ in t = 0 für Kurvenϕ ◦ c1 undϕ ◦ c2 in (4.7) gilt

cos θ̃ =
(ϕ ◦ c1)′(0)

|(ϕ ◦ c1)′(0)| ·
(ϕ ◦ c2)′(0)

|(ϕ ◦ c2)′(0)| =
λ2c′1(0) · c′2(0)

λ2|c′1(0)||c′2(0)| = cos θ.

Satz 4.20Eine lokal konforme Abbildungϕ : S → M von zwei regul̈aren FlächenS und
M existiert dann und nur dann, wenn es ParametrisierungenX : U → S undY : U → M

gibt so, dass f̈ur die zugeḧorigen ersten Fundamentalformen gilt

E
M = λ2

E
S , F

M = λ2
F

S , G
M = λ2

G
S auf U , (4.30)

Beweis. Zuerst behaupten wir die Existenz von ParametrisierungenX : U → S, Y : U →
M . Da der Beweis dieselben Argumente wie der Beweis des Satzes4.10 benutzt, lassen sich
die Formeln (4.13)-(4.16) und (4.17) hier verwenden.

Lass uns beweisen dass die Abbildung (4.13) lokal konform ist. Wegen der Gleichungen
(4.16), (4.17), die für loal konforme Abbildung gelten, und wegen Voraussetzung (4.30)
erhalten wir, statt (4.18), die Gleichung

∣∣dϕp(w)
∣∣2 = λ2(p)|w|2, (4.31)

welde die behauptete lokal Konformität beweist.

Nehmen wir an,ϕ : S → M sei eine lokale Isometrie undX : U → S eine Parame-
trisierung. Dann istY := ϕ ◦ X : U → M eine entsprechende Parametrisierung vonM

und es giltYu = dϕp(Xu), Yv = dϕp(Xv). Andererseits gilt gemäß Behauptung:

λ2w · θ = dϕp(w) · dϕp(θ) ∀w, θ ∈ TpS .
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Damit werden auch die Koeffizienten der ersten Fundamentalformen proportional

λ2
E

S = λ2Xu ·Xv = dϕp (Xu) · dϕp (Xv) = Yu · Yv = E
M

und ähnlich folgen die zwei weiteren Gleichungen in (4.31).

Satz 4.21Auf jeder regul̈aren Fläche existiert eine lokal isotherme Parametrisierung

E = λ2 , F = 0 , G = λ2 . (4.32)

Damit ist jede regul̈are Fläche lokal konform zur Ebene.

Folglich ist jedes Paar von regulären Flächen lokal konform.

Ohne Beweis.

Für die Minimalfläche ist der Beweis relativ einfach.

Beispiel 4.22Es seiU ⊂ R
2 offen. Betrachteϕ : U → R

2, ϕ(x, y) =
(
u(x, y), v(x, y)

)⊤
,

wobeiϕ holomorph sei, d.h. es gelten die CR-Differentialgleichungen

ux = vy , uy = −vx .

Mit N =
{

(x, y)⊤ ∈ U : λ2 := u2
x + u2

y = 0
}

ist

ϕ : U \N → R
2 (4.33)

eine lokal konforme Abbildung, weil

|(u, v)x|2 = u2
x + v2

x = u2
x + u2

y =: λ2 ,

|(u, v)y|2 = u2
y + v2

y = u2
y + u2

x = λ2 ,

(u, v)x · (u, v)y = uxuy + vxvy = uxuy − uyux ≡ 0 .

Beispiel 4.23Wir betrachten die folgende Parametrisierung der Einheitsspḧare

X : U → S
2 X(θ, ϕ) = (sin θ sin ϕ, sin θ cos ϕ, cos θ)⊤ , (4.34)

wobei

U = (0, π) × [0, 2π) , S
2 :=

{
x ∈ R

3 : |x| = 1
}
.
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Setzev = log tan
θ

2
undu = ϕ. Dann ist

ev = tan
θ

2
, e−v = cot

θ

2
,

sin θ = 2 tan
θ

2
cos2 θ

2
=

2 tan
θ

2

tan2 θ

2
+ 1

=
2

ev + e−v
=

1

cosh v

cos θ =
cos2 θ

2
− sin2 θ

2

cos2
θ

2
+ sin2 θ

2

=
1 − tan2 θ

2

1 + tan2 θ

2

= −e
v − e−v

ev + e−v
= − tanh v

und daher

Y (u, v) : = X
(
θ(v), ϕ(u)

)
=

(
sin u

cosh v
,

cos u

cosh v
,− tanh v

)⊤

. (4.35)

Für die Koeffizienten der ersten Fundamentalform erhält man

E = G =

(
1

cosh v

)2

, F = 0 . (4.36)

Also liegt eine isotherme Parametrisierung vor und

Y −1 : S2 \
{
(0, 0, −+1)⊤

}
→ Y −1(S2) = [0, 2π) × R ⊂ R

2 (4.37)

ist eine konforme Abbildung von der Einheitssphäre ohne Nord- und S̈ud-polen zu Streife auf
Ebene. Diese winkeltreue Abbildung bildet die Meridianeϕ = const. und die Breitenkreise
θ = const. auf entsprechende Geradenu = const undv = const auf die Ebene(u, v)⊤ ab
(vgl. Fig. 4.4)). Die Abbildung heißt Mercator – Projektion(Weltkarte, 1569).

4.3 DIE PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DERFLÄCHENTHEORIE

SeiS ⊂ R
3 eine reguläre eingebettete Fläche, und

X : U → S , U ⊂ R
2 ,

eine lokale Parametrisierung die mit der Orientierung vonS verträglich sei, dann lautet das
begleitende Dreibein an der Stelle(u, v) ∈ U mit X(u, v) = p

X(U) ∋ p→
{
Xu, Xv, N

}
, N := Xu ×Xv .
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Analog zu den Frenet’schen Formeln (2.16), sind die VektorenXuu, . . . , Xvv darstellbar
in der Basis

{
Xu, Xv, N

}
. Wir machen also den Ansatz:





Xuu = Γ1
11Xu + Γ2

11Xv + b11N ,




Xuv = Γ1
12Xu + Γ2

12Xv + b12N ,

Xvu = Γ1
21Xu + Γ2

21Xv + b21N ,

Xvv = Γ1
22Xu + Γ2

22Xv + b22N ,

(4.38)

wobei, wegen der OrthogonalitätN ⊥ Xu,N ⊥ Xv gilt

b11 = Xuu ·N = −Xu ·Nu = L ,

b12 = b21 = Xuv ·N = −Xu ·Nv = Xv ·Nu = M ,

b22 = Xvv ·N = −Xv ·Nv = N .

(4.39)

Die zweite und dritte Gleichung in (4.38) sind gleich daXuv = Xvu; dennb12 = b21
(vgl. (4.39)) undΓ1

12 = Γ1
21, Γ2

12 = Γ2
21 (vgl. (4.46) später).

Wir verwenden die Weingarten Gleichungen

Nuα = −bβαXuβ mit bβα = bαγg
γβ , BX = [bαβ ] , G−1

X = [gαβ] (4.40)

(vgl. (3.112)) wobeiG−1
X die inverse zu die Matrix der I Fundamentalform,BX – die Matrix

der II Fundamentalform undSX = BXG
−1
X = [bαβ ] die Weingarten Matrix sind (vgl. (3.110)).

Die Gleichungen (4.38) schreibt man kürzer:

Xuαuβ = Γγ
αβXuγ + bαβN . (4.41)

Die Gauß (4.38) und die Weingarten (4.40) Gleichungen können wir zusammen in Ma-
trixform darstellen (vgl. mit Frenet’schen Formeln (2.16))

∂uα




Xu1

Xu2

N


 =




Γ1
α1 Γ2

α1 bα1

Γ1
α2 Γ2

α2 bα2

−b1α −b2α 0







Xu1

Xu2

N


 , α = 1, 2 . (4.42)

Die KoeffizientenΓγ
αβ heißen Christoffel Symbole der zweiten Art, und die Funktionen

Γαβγ := gβσΓσ
αγ (4.43)

nennt man Christoffel Symbole der ersten Art. Aus (4.43) folgt

gβωΓαωγ = gβωgωσΓσ
αγ = δβσΓσ

αγ = Γβ
αγ , (4.44)
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dagβωgωσ = δβσ, wobeiδβσ der Kronecker-Symbol bezeichne, alsoδββ = 1, δβσ = 0 für
β 6= σ.

Die Gleichungen (4.38) bzw. (4.44) heißen Gauß’sche Darstellungsformeln (der zweiten
Ableitungen).

Als nächstes berechnen wir die Christoffel-Symbole: Aus (4.41) folgt mit (4.43):

Xuαuβ ·Xuγ = Γσ
αβXuσ ·Xuγ = Γσ

αβgσγ = Γαγβ . (4.45)

Wir erhalten daraus die Symmetrien

Γαγβ = Γβγα und mit (4.44) Γγ
αβ = Γγ

βα . (4.46)

Nun folgen aus

gαβ,γ =
∂

∂uγ
gαβ =

∂

∂uγ
[Xuα ·Xuβ ] = Xuαuγ ·Xuβ +Xuα ·Xuβuγ (4.47)

und aus (4.45), (4.43) die Gleichungen

gαβ,γ = Γαβγ + Γβαγ = gβσΓσ
αγ + gασΓ

σ
βγ (4.48)

Damit ergibt sich zusammen mit (4.46)

−gαβ,γ + gαγ,β + gβγ,α = 2Γαγβ

und somit, zusammen mit (4.44)

Γαγβ =
1

2

[
gαγ,β + gβγ,α − gαβ,γ

]
, (4.49)

Γγ
αβ =

gγω

2

[
gαω,β + gβω,α − gαβ,ω

]
. (4.50)

Nun folgt aus Formeln (4.49), (4.50) und Satz 4.10 unmittelbar die folgende.

Korollar 4.24 Die Christoffel-Symbole (erster und zweiter Art) lassen sich allein aus den
Koeffizienten der ersten Fundamentalform und deren Ableitungen berechnen.

Insbesondere: Alle geometrischen Größen und Eigenschaften, die sich durch die Christoffel-
Symbole beschreiben lassen, sind invariant unter Isometrien.
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Mit (u, v) undE ,F ,G lassen sich die Gleichungen (4.45) schreiben als

Γ111 = Xuu ·Xu =
1

2
∂u(Xu ·Xu) =

1

2
Eu ,

Γ121 = Xuu ·Xv = ∂u(Xu ·Xv) −
1

2
∂v(Xu ·Xu) = Fu − 1

2
Ev ,

Γ112 = Xuv ·Xu =
1

2
∂v(Xu ·Xu) =

1

2
Fv = Γ211 ,

Γ221 = Xvu ·Xv =
1

2
∂u(Xv ·Xv) =

1

2
Gu = Γ122 ,

Γ212 = Xvv ·Xu = ∂v(Xu ·Xv) −
1

2
∂u(Xv ·Xv) = Fv −

1

2
Gu ,

Γ222 = Xvv ·Xv =
1

2
∂v(Xv ·Xv) =

1

2
Gv .

(4.51)

Beispiel 4.25Für dieRotationsfläche

X(u, v) = (f(v) cos u, f(v) sin u, g(v))⊤ , f(v) 6= 0

gilt

E = f 2(v) , F ≡ 0 , G = [f ′(v)]2 + [g′(v)]2 . (4.52)

Daraus folgtEu = 0, Fu = Fv = 0, Gu = 0, sowie

Ev = 2ff ′ und Gv = 2[f ′f ′′ + g′g′′] . (4.53)

Mit (4.51)ergben sich die Christofel Symbole zu:

Γ112 = Γ211 = −Γ121 = ff ′ , Γ222 = f ′f ′′ + g′g′′ ,

Γ111 = Γ221 = Γ122 = Γ212 = 0 .
(4.54)

Da

GX =

[
f 2 0
0 [f ′]2 + [g′]2

]
=

[
E 0
0 G

]
, G−1

X =

[
E −1 0
0 G −1

]
(4.55)

(vgl. (3.134)) erhalten wir

g11 = E
−1 = f−2 , g12 = g21 = 0 , g22 = G

−1 =
1

[f ′]2 + [g′]2
. (4.56)
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Mit (4.44)und(4.54)folgt:

Γ1
11 = g11Γ111 + g12Γ121 = 0 ,

Γ2
11 = g21Γ111 + g22Γ121 =

−ff ′

[f ′]2 + [g′]2
,

Γ1
12 = g11Γ112 + g12Γ122 =

ff ′

f 2
=
f ′

f
,

Γ2
12 = g21Γ112 + g22Γ122 = 0 ,

Γ1
22 = g11Γ212 + g12Γ222 = 0 ,

Γ2
22 = g21Γ212 + g22Γ222 =

f ′f ′′ + g′g′′

[f ′]2 + [g′]2
.

(4.57)

Beispiel 4.26Für die isotherme Parametrisierung

E = G = λ2 , F = 0 =⇒ g12 = 0 = g21 , g11 = λ−2 = g22

mit (4.51)und(4.44)folgt:

Γ111 = λλu , Γ121 = −λλv , Γ112 = λλv ,

Γ221 = Γ122 = λλv , Γ212 = −λλv , Γ222 = λλv ,

Γ1
11 =

λu

λ
=

∂

∂u
log λ = Γ2

12 = Γ2
21 = −Γ1

22 ,

Γ1
12 = Γ1

21 = Γ2
22 = −Γ2

11 =
λv

λ
=

∂

∂v
log λ .

(4.58)

Differentiation der Gauß’sche Darstellungsformel nachuα

X,βγ = Γω
βγX,ω + bβγN (4.59)

(vgl. (4.41)) ergibt:

X,βγα =
{

Γω
βγ,αX,ω + Γσ

βγX,σα + bβγ,αN + bβγN,α

}
. (4.60)

Mit X,σα = Γω
σαX,ω + bσαN (vgl. (4.59)) undN,α = −bωαX,ω (vgl. (4.40)) folgt

X,βγα =
{

Γω
βγ,α + Γσ

βγΓ
ω
σα − bβγb

ω
α

}
X,ω +

{
Γσ

βγbσα − bβγ,α

}
N . (4.61)

Wegen der Symmetrie der dritten Ableitungen gilt:X,αβγ = X,βαγ = X,αγβ. Betrachten
wir also die DifferenzX,βγα −X,αγβ = 0, dann muss der Koeffizienten dem vor VektorX,ω

immer Null sein. Wir schließen mit (4.40), (4.46) dass

Rω
αβγ := Γω

βγ,α − Γω
αγ,β + Γσ

βγΓ
ω
σα − Γσ

αγΓ
ω
σβ (4.62)

= bβγb
ω
α − bαγb

ω
β = gτω

(
bβγbατ − bαγbβτ

)
. (4.63)
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Analog gilt auch, dass der Koeffizient vorN verschwindet:

Γσ
βγbσα − Γσ

αγbσβ + bβγ,α − bαγ,β = 0 . (4.64)

Die Gleichungen (4.63) heißenGauß-Gleichungenund (4.64) nennt man dieCodazzi-
Mainardi-Gleichungen. Zusammen sind sie äquivalent zu denVertr äglichkeitsbedingungen

X,βγα ≡ X,αγβ . (4.65)

Die Codazzi-Mainardi-Gleichungen (4.64) sind trivial für α = β, wiederholen sich für
(α, β) = (1, 2), (2, 1) und nur die folgenden Gleichungen sind essentiell:

Mv − Nu = Γ1
22L +

(
Γ2

22 − Γ1
12

)
M − Γ2

12N für (α, β, γ) = (1, 2, 2) ,

Lv − Mu = Γ1
12L +

(
Γ2

12 − Γ1
11

)
M − Γ2

11N für (α, β, γ) = (1, 2, 1) .
(4.66)

Die Abbildung

R(U, V )W := Rσ
αβγU

αV βW γX,σ , R : TpS × TpS × TpS → TpS (4.67)

für U = UαX,α, V = V βX,β undW = W γX,γ nennt man denRiemannschen Krüm-
mungstensor.

FürZ = ZσX,σ folgt mit (4.67) und (4.63)

(R(U, V )W,Z) = RαβγσU
αV βW γZσ , (4.68)

wobei die Koeffizienten durch

Rαβγσ = gσωR
ω
αβγ = bβγbασ − bαγbβσ (4.69)

gegeben sind, denngβωgωσ = δβσ. Insbesondere folgt für die Gauß’sche Krümmung

K =
det[bγβ ]2×2

det[gγβ]2×2

=
b11b22 − b212
g11g22 − g2

12

(vgl. (3.116))

K = − R1212

det[gγβ]2×2
= − R1212

E G − F 2
, (4.70)

sowie

R1212 = R2121 = −R1221 = −R2112 ,

Rαβγσ = 0 für alle Werten(α, β, γ, σ) 6= (1, 2, 1, 2), (2, 1, 2, 1), (1, 2, 2, 1), (2, 1, 1, 2) .
(4.71)

Die Gleichungen

R1212 = g2ωR
ω
12γ = g2ω

[
Γω

2γ,1 − Γω
1γ,2 + Γσ

21 + Γω
σ1 − Γσ

11Γ
ω
σ2

]
,

(vgl. (4.69) implizieren zusammen mit Korollar 4.24 das folgende.
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Korollar 4.27 Die Gauß’sche Kr̈ummungK, die urspr̈unglich durch die erste und zweite
Fundamentalformen definiert war, hängt tats̈achlich nur von den Koeffizienten der ersten
Fundamentalform sowie deren ersten und zweiten Ableitungen ab.

Da die erste Fundamentalform unten Isometrien der Fläche invariant ist (vgl. Satz 4.10),
haben wir das folgende unbestritten wichtigste Ergebnis der Differentialgeometrie bewiesen:

Theorem 4.28 (Theorema Egregium; C.F. Gauß, 1827).

Lateinisch: Disquisitiones generales circa superficies curvas.

Deutsch: Die Gauß’sche Krümmung einer Fl̈ache ist invariant unter Isometrien.

Wir wollen noch (für eine spätere Anwendung) die Identit¨at (4.70) für die Gauß’sche
Krümmung einer Fläche mit orthogonaler Parametrisierung herleiten: MitF = 0 erhalten
wir

G = [gγβ]2×2 =

[
E 0

0 G

]

und daher
g11 = E , g12 = g21 = 0 , g22 = G .

Weiter folgt mit (4.43) und (4.51):

Γ1
11 =

Γ111

g11
=

Eu

2E
, Γ2

12 =
Γ122

g22
=

Gu

2G
= Γ2

21 , Γ2
11 =

Γ121

g22
= − Ev

2G
,

Γ1
22 =

Γ212

g11
= − Gu

2E
, Γ1

12 =
Γ112

g11
=

Ev

2E
= Γ1

2! , Γ2
22 =

Γ222

g22
=

Gv

2G
.

(4.72)

Mit
R1212 = g22R

2
121 = GR2

121

(vgl. (4.69)) und aus den Gauß-Gleichungen (4.63) erhaltenwir

K = −R1212

E G
= −R

2
121

E

= − 1

E

[
Γ2

21,u − Γ2
11,v + Γ1

21Γ
2
11 + Γ2

21Γ
2
21 − Γ1

11Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22

]

= − 1

2E

[(
Gu

G

)

u

+

(
Ev

G

)

v

− (Ev)
2

2E G
+

(Gu)
2

2G 2
− EuGu

2E G
+

EvGv

2G 2

]

und, folglich, wird Gauß’sche Krümmung als “Divergenz” dargestellt (Stokes):

K = − 1

2
√

E G

[
∂

∂u

(
Gu√
E G

)
+

∂

∂v

(
Ev√
E G

)]
= − 1

2
√

E G
div

(
Gu√
E G

,
Ev√
E G

)⊤

. (4.73)
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Liegt sogar eine isotherme Parametrisierung vor, d.h.F = 0, E = G = λ2 > 0, so folgt
aus (4.73) leicht

K = − 1

2λ2

[
∂

∂u

(
2λuλ

λ2

)
+

∂

∂v

(
2λvλ

λ2

)]
= −∆ log λ

λ2
. (4.74)

Für den Fall, dass die KoordinatenumgebungX(U) keine Nabelpunkte enthält und die Ko-
ordinatenkurven die Krümmungslinien sind:

F = 0 = M , H =
1

2

[
L

E
+

N

G

]

(vgl (3.119)), nehmen die Codazzi-Mainardi-Gleichungen (4.66) folgenden Form an:




Nu =
1

2
Gv

[
L

E
+

N

G

]
= GuH ,

Lv =
1

2
Ev

[
L

E
+

N

G

]
= EvH .

(4.75)

Außer den oben hergeleiteten Gauß sowie Codazzi-Mainardi Gleichungen gibt es keine wei-
teren Verträglichkeitsbedingungen; das ist der Inhalt des Fundamentalsatzes der Fl̈achen-
theorie:

Theorem 4.29 (O. Bonnet).Es seienE ,F ,G sowieL ,M ,N glatte Funktionen auf einer
offenen MengeV ⊂ R2 mit E > 0,G > 0.

Gilt außerdemW 2 := detG = E G − F 2 > 0 und erf̈ullen die Funktionen formal die
Gleichungen von Gauß und Codazzi-Mainardi, so gilt:

i. Zu jedemq ∈ V gibt es eine Umgebungq ∈ U ⊂ V und eine injektive Abbildung:

X : U → R
3 , (4.76)

so dassX(U) eine regul̈are eingebettete Fläche ist, undE ,F ,G bzw.L ,M ,N die
Koeffizienten der ersten bzw. zweiten Fundamentalform bzgl. der ParametrisierungX
sind.

ii. Ist U zusammenḧangend undX̃ : U → R3 eine andere Parametrisierung, die den-
selben Bedingungen genügt (vgl. Abschnitt (i)), so gibt es eine eigentliche Bewegung
A = T ◦ ρ (T : R

3 → R
3 Translation,ρ orthogonale Abbildungρ ∈ SO(3)), so dass

gilt
X̃ = A ◦X.

iii. Ist U zusammenḧangend und sind die Anfangsbedingungen

X(p0) = q ∈ X(U) , (4.77)

X,α(p0) = X
(0)
α ∈ Tp0(R

3) , α = 1, 2 , N(p0) = N (0) ∈ R3 ,

|N (0)| = 1 , N (0) ⊥ X
(0)
α α = 1, 2 ,

(4.78)
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erfüllt, sindE ,F ,G bzw.L ,M ,N die Koeffizienten der ersten bzw. zweiten Funda-
mentalform bzgl. der ParametrisierungX, so ist die L̈osung(4.76)eindeutig.

Bemerkungen zum Beweis(vgl. Kühnel [Ku,§ 3.4D] und do Carmo [Car, Anhang Kap.
4]). Wir suchen das Dreibein{Xu1, Xu2, N} das vonu1, u2 abhängt und dem System





Xu1u1 = Γ1
11Xu1 + Γ2

11Xu2 + b11N ,

Xu1u2 = Γ1
12Xu1 + Γ2

12Xu2 + b12N = Xu2u1 ,

Xu2u2 = Γ1
22Xu1 + Γ2

22Xu2 + b22N ,

Nu1 = −b11Xu1 − b21Xu2 ,

Nu2 = −b12Xu1 − b22Xu2

(4.79)

(vgl. (4.38), (4.40)) genügt, wobei die KoeffizientenΓγ
αβ , bβα durchE ,F ,G undL ,M ,N

bestimmt sind (vgl. (4.40)–(4.51)).

Die obigen5× 3 = 15 skalar Gleichungen liefern ein System partieller Differentialglei-
chungen aufV ×R9 mit unbekanntenY, Z,N ∈ C2(U,R3), wobeiY = Xu1 , Z = Xu2, also
mit 9 unbekannten skalaren Funktionen





Yu1 = Γ1
11Y + Γ2

11Z + b11N ,

Yu2 = Γ1
12Y + Γ2

12Z + b12N ,

Zu2 = Γ1
22Y + Γ2

22Z + b22N ,

Nu1 = −b11Y − b21Z ,

Nu2 = −b12Y − b22Z ,

(4.80)

Da 6 Gleichungen überfllüssig sind, ist ein System des Typs(4.80) in algemein nicht in-
tegrierbar. Aber nach dem Satz von Frobenius (Jahr 1877) hatdas System (4.80) mit den
Anfangsbedingungen (4.78) eine eindeutige Lösung falls die folgende compatibilitätsbedin-
gungen erfühlt sind:

Yu2 = Zu1 , Yu1 = Zu2 .

Diese 2 Gleichungen (6 Skalargleichungen) sind äquivalent zu Verträglichkeitsbedingun-
genX,αβγ = X,βαγ = X,αγβ und sind weiter äquivalent zu den Gauß (4.63) und Codazzi-
Mainardi (4.64) Gleichungen, die wir verlangt haben.

Also, die Eindeutige Lösung von System (4.80) existiert und hat die Eigenschaften:

N ·N = 1 , N · Y = N · Z = 0 ,

Y · Y = E , Y · Z = F , Z · Z = G .
(4.81)

Um die Eigenschaften (4.81) zu sichern, leiten wir die Gleichung (4.81) ab und verwen-
den (4.79) (oder äquivalente (4.80)) die Ableitungen wieder über derselbe 6 Größen von
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(4.81) auszudrücken. So erhalten wir ein System von 12 partiellen Differenzialgleichungen
(bezüglich(Y · Y )u, Y · Y )v,. . . ,(Z · Z)v) die aus (4.80) gewonnen werde. Da das System
(4.80) bezüglich der UnbekanntenY = Xu1, Z = Xu2, N mit den Anfangsbedingungen
(4.81) eindeutig bestimmt sind, besitzt die Lösung die Eigenschaften (4.81) automatish. An-
schliesend berechnet man mit (4.81) und mit (4.79) die KoeffizientenN · Xu1u1 , N · Xu1u2

undN ·Xu2u2 von zweite Fundamentalform und überzeugt sich das diese genauL , M und
N sind.

Nun untersuchen wir das System

Xu1 :=
∂X

∂u1
= Y , Xu2 :=

∂X

∂u2
= Z (4.82)

mit der Anfangsbedingung (4.77). Dieses System ist integrierbar, wegen der Symmetrie
Yu2 = Zu1 , Die LösungX(u1, u2), die wir gewinnen, besitztE ,F ,G und L ,M ,N als
Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamentalform (vgl.(4.81)).

Wenn die Anfangsbedingungen (4.78) fehlen und zwei LösungenX(u1, u2), X̃(u1, u2)
existieren, dann sind die Koeffizienten der Fundamentalformen dieser Lösungen gleich und
die entsprechenden Flächen sind zueinander isometrisch mit gleicher Orientierung. Dann ist
die entsprechende lineare Abbildung

A(u) : R
3 → R

3 , A(u)Xuk(u) = X̃uk(u) , A(u)N(u)
∣∣
u

= Ñ(u)

korrekt definiert für alleu = (u1, u2)⊤ ∈ U ⊂ R2 und orthogonalA(u) ∈ SO(3), weil

A(u)Xuk · A(u)Xuk = X̃uk · X̃uk = Xuk ·Xuk , A(u)N · A(u)N = Ñ · Ñ = N ·N .

Es bleibt nur zu beweisen dassA(u) ≡ const (d.h. unabhängig vonu ∈ U).

Leiten wir die obigen Gleichungen nochmals ab:

X̃uαuβ = (AXuα)uβ = AuβXuα + AXuαuβ ,

Ñuα = (AN)uα = AuαN + ANuα . (4.83)

Wegen der Symmetrieñgαβ = gβα, b̃αβ = bβα und Γ̃γ
αβ = Γγ

βα, folgt aus den Gauß und den
Weingarten Gleichungen:

X̃uα
u

β = Γ̃γ
αβXuγ + b̃αβÑ = AXuα

u
β ,

Ñuα = b̃βαX̃uβ = bβαAXuβ = ANuα . (4.84)

Da
{
Xu1 , Xu2, N

}
Dreibein (linear unabhängig) ist, von (4.83) und (4.84) folgt esAuα =

∂A

∂uα
= 0 für α = 1, 2 undA = const.

Als Anwendung des Theorema Egregium wollen wir nun folgendes Ergebnis beweisen:
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Satz 4.30Die Spḧare ist die einzige reguläre abgeschlossene und kompakte Fläche inR3

mit konstanter Gauß’scher KrümmungK.

Für den Beweis brauchen wir einige Hilfsätze, die wir zuerst beweisen.

Lemma 4.31 IstK > 0 auf einer Fl̈acheS, und hatκ1 ein lokales Maximum inp ∈ S, κ2

ein lokales Minimum inp, so istp ein Nabelpunkt:κ1(p) = κ2(p).

Beweis:Seiκ1(p) > κ2(p). Wir verwenden ohne Beweis die folgende Tatsache (technischer
Natur):





Dap kein Nabelpunkt ist, k̈onnen wir neue Koordinaten einführen,
so dass die Koordinatenkurvenu = const bzw.v = const die
Krümmungslinien sind (u ↔ κ1, v ↔ κ2).





Die Verträglichkeitsbedingungen lauten wie in (4.75) undes gilt

L = κ1E , N = κ2G . (4.85)

Aus (4.85) folgt

Lv = Evκ1 + E (κ1)v , Nu = Guκ2 + G (κ2)u . (4.86)

Lv undNu eingesetzt in Codazzi-Mainardi-Gleichungen (4.75) ergeben zusammen mit (4.85)





Gu =
2G

κ1 − κ2
(κ2)u ,

Ev =
2E

κ1 − κ2
(κ1)v .

(4.87)

Mit (4.87) und (4.73) erhält man:

−2E GK =
2G

κ1 − κ2

(κ2)uu −
2E

κ1 − κ2

(κ1)vv , (4.88)

+f1(u, v)(κ2)u + f2(u, v)(κ1)v . (4.89)

Hierbei sindf1, f2 beschränkte Funktionen. DaK > 0 vorausgesetzt ist, ist die linke Sei-
te von (4.88) negativ. Dort, woκ1 sein Maximum undκ2 sein Minimum annimmt, muß
natürlich gelten

(κ1)v = (κ2)u = 0 , (κ1)vv ≤ 0 , (κ2)uu ≥ 0 .

Unsere Annahme warκ1 − κ2 > 0 in p, so dass die rechte Seite von (4.88) nicht negativ ist.
Dies ist ein Widerspruch und damit die Behauptung ist bewiesen.
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Satz 4.32 (S. Chern, 1945).Es seiS ⊂ R3 eine geschlossene, reguläre Fläche mit positiver
Gauß’scher Kr̈ummung. F̈ur die Hauptkr̈ummungenκ1, κ2 gelteκ1 ≥ κ2 sowie

κ2 = f(κ1) ,

wobeif monoton fallend ist. Dann istS eine Spḧare.

Beweis: Da S kompakt ist, nimmtκ1 in einem gewissen Punktp sein Maximum an und
wegenκ2 = f(κ1) nimmt κ2 in p sein Minimum an. Dann gilt mit Lemma 4.31κ1(p) =
κ2(p).

Andererseits haben wir

κ1(p) ≥ κ1(q) ≥ κ2(q) ≥ κ2(p) = κ1(p)

für beliebigesq ∈ S. Mit anderen Worten: Jeder Punkt aufS ist ein Nabelpunkt. Deshalb ist
S eine Sphäre (vgl. Satz 3.51).

Korollar 4.33 SindS undS̃ reguläre Flächen, isometrisch zueinander, und istS eine Spḧare,
so ist auchS̃ eine Spḧare (mit demselben Radius).

Beweis: Ist S eine Sphäre, dann giltKS ≡ c > 0; ist S̃ isometrisch zuS und daherKeS =

KS = c > 0. Nun istK = c = κ1κ2, alsoκ2 =
c

κ1
und der Satz 4.32 von Chern ist

anwendbar.

Korollar 4.34 Ist S eine geschlossene reguläre Fläche positiver Gauß’scher Krümmung.
Hat S eine konstante mittlere Krümmung, so istS eine Spḧare.

Beweis:Aus2H = κ1+κ2 ≡ c folgt κ2 = c−κ1 und der Satz 4.32 von Chern ist anwendbar.

Beweis des Satzes 4.30:Offenbar mußK = κ1κ2 > 0 sein, da es keine geschlossenen
Flächen inR3 mit K = 0 oderK < 0 in allen Punkten gibt.

In der Tat: Es seiBR(0) :=
{
x ∈ R3 |x| ≤ R

}
ein Kugel inR3 mit RadiusR. Weiter sei

S ⊂ BR(0) undR0 = inf
{
R̃ > 0 : S ⊂ B eR(0)

}
. Dann berühren sichS undS0 := ∂BR0(0)

in mindestens einem Punktp ∈ S ∩ S0 und es giltTpS = TpS0. S liegt ganz auf einer Seite
der Tangentialebene anS in p. Die FlächeS berührt die Tangentialebene nur inp. Also ist
p kein hyperbolischer oder parabolischer Punkt vonS (sonst würde die Fläche auf beiden
Seiten der Tangentialfläche liegen). D.h.K(p) ≥ 0. Dass tatsächlichK(p) > 0 gilt, folgt aus

der Betrachtung der Normalschnitte. Ein Schnitt mitS0 hat Normalkrümmung
1

R0
, weil der

Schnitt mitS eine Normalkrümmung≥ 1

R0
hat.

Jetzt folgt der Beweis des Satzes 4.30 wie in Korollar 4.33:κ1κ2 = K = const > 0.

Nun istκ2 =
K

κ1
fallend und der Satz 4.32 von Chern ist anwendbar.
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4.4 DIE KOVARIANTE ABLEITUNGEN

Im folgenden seiX : Ω → R3 eine reguläre glatte Fläche.

Für Innere geometrie sind nur Tangentiale VektorfelderV interessant. Die Ableitungen
∂u1V und∂u2V könnten aber nicht tangential sein.

Es seiV (X) die Menge der tangentialen Vektorfelder

V : Ω → R
3 ,

d.h. fürw ∈ Ω ist V (w) ∈ TwX.

JedesV ∈ V (X) kann geschrieben werden als

V (w) = V 1(w)Xu1(w) + V 2(w)Xu2(w) = V α(w)X,α(w) (4.90)

für w ∈ Ω, wobeiV 1, V 2 ∈ C∞(Ω) glatte Funktionen sind. Also, mitF(X) := C∞(Ω) ist
V (X) einF(X)-Modul, d.h. sindf, g ∈ F(X) undV,W ∈ V (X), so ist

fV + gW ∈ V (X) ,

wobei natürlich
(fV + gW )(w) := f(w)V (w) + g(w)W (w) .

Ist nunU = UαX,α ∈ V (X) gegeben, so definieren wir einen DifferentialoperatorLU :=
Uα∂α aufF(X) durch

(LUf)(w) := Uα(w)∂αf(w) = Uα(w)f,α(w) (4.91)

Den DifferentialoperatorLU definiert man auch auf tangentialen VektorfeldernV ∈
V (X), V = V βX,β durch

(LUV )(w) :=
(
Uα∂α(V βX,β)

)
(w)

= Uα(w)V β(w)X,αβ(w) + Uα(w)V β
,α(w)X,β(w) . (4.92)

Hier gibt es ein anderes Problem: Die Gauß’schen Formeln (4.41) liefern

LUV =
[
UαV γ

,α + Γγ
αβU

αV β
]
X,γ + bαβU

αV βN . (4.93)

Da der letzte Summand den NormalenvektorN enthält, istLUV kein tangentiales Vektorfeld
mehr.

Für w ∈ Ω sei nunP = P (w) : R3 → TwX die orthogonale Projektion auf den
TangentialraumTwX vonX in w:

P (w)
[
Uα(w)X,α + b(w)N

]
:= Uα(w)X,α , U = UαX,α ∈ V (X) . (4.94)
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Wir definieren nun eine Abbildung

D : V (X) × V (X) → V (X) , (4.95)

durch

DUV (w) := P (w)
[
(LUV )(w)

]
=
[
UαV γ

,α + Γγ
αβU

αV β
]
X,γ , w ∈ Ω (4.96)

(vgl. (4.93)), wobeiU = UαX,α ∈ V (X), V = V βX,β ∈ V (X). Insbesondere folgt

DX,α
X,β = Γγ

αβX,γ . (4.97)

Aus (4.93) und (4.96) folgt

LUV = DUV + bαβU
αV βN = DUV + II(U, V )N , (4.98)

wobeiII(U, V ) die zweite Fundamentalform.

Definition 4.35 Die AbbildungD in (4.95), die jedem Paar(U, V ) von tangentialen Vek-
torfeldern ausV (X) ein weiteres tangentiales VektorfeldDUV ∈ V (X) zuordnet, heißt
Kovariante Ableitung auf der Fl̈acheX.

Lemma 4.36 Die kovariante AbleitungDU hängt nur von der ersten Fundamentalform ab
und ist invariant unten Isometrien zwischen Fächen.

Beweis:Das folgt unmittelbar aus der Definitionsformel (4.96) und Korollar 4.24.

Lemma 4.37 Die kovariante Ableitung erfüllt die drei Regeln des Zusammenhangs:

K.1. DU [αV + βW ] = αDUV + βDUW , α, β ∈ R ,

K.2. DfU+gVW = fDUW + gDVW , f, g ∈ F(X) ,

K.3. DU [fV ] = (LUf)V + fDUV , f ∈ F(X) ,

(4.99)

für beliebige tangentialvektorfelederU, V,W ∈ V (X).

K.4. Für das Skalarprodukt aufTwX (d.h. f̈ur die erste Fundamentalform) gilt eine
Produktregel:

LU (V,W ) = (DUV,W ) + (V,DUW ) , U,W ∈ V (X) . (4.100)

Beweis:So folgt z.B., K.3 direkt aus der Definition vonD und der Produktregel fürLU :

DU [fV ] = P [LU(fV )] = P [(LUf)V + fLUV ] = (LUf)V+fPLUV = (LUf)V+fDUV ,
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daPV = V undP linear ist. Um (4.100) zu beweisen wenden wir (4.98) an:

LU (V,W ) = (LUV,W ) + (V, LUW )

(4.98)
= (DUV + bαβU

αV βN,W ) + (V,DUW + bαβU
αW βN)

= (DUV,W ) + bαβU
αV β(N,W ) + (V,DUW ) + bαβU

αW β(V,N)

= (DUV,W ) + (V,DUW )

dennU = UαX,α,W = W αX,α, V,W ∈ V (X) und somit(N,W ) = (V,N) = 0.

Definition 4.38 Der Kommutator zweier VektorfelderU, V ∈ V (X) (Lie Klammern, Lie
Ableitung) ist als die Abbildung

[
U, V

]
:= DUV −DV U = LUV − LV U =

[
UαV β

,α − V αUβ
,α

]
X,β ,

[·, ·] : V (X) × V (X) → V (X)
(4.101)

definiert.

Es gilt offenbar

DUV = DV U +
[
U, V

]
(4.102)

und für den Riemannschen Krümmungstensor verifiziert man:

R(U, V )W = DUDVW −DVDUW −D[U,V ]W

=
[
DU , DV

]
W −D[U,V ]W , (4.103)

wobei, analog zu (4.101),
[
DU , DV

]
:= DUDV −DVDU (4.104)

den Kommutator der OperatorenDU undDV bezeichnet.

4.5 GÜNTER’ SCHE UND STOKE’ SCHE ABLEITUNGEN

Das VektorfeldU ∈ V (X) können wir auch in kartesischen Koordinaten darstellen:

U = UαX,α = Uγe
γ ∈ F (X) , (4.105)

wobei{e1, e2, e3} die kanonische Basis desR3 darstellt (vgl. (1.29)),

Für Funktionf ∈ C1(ΩX) und die vektorfeldU = Uαeα ∈ C1(ΩX), die in der Umge-
bungΩX ⊂ R3 der FlächeX(Ω) definiert sind, definiert man dieRichtungsableitung:

(∇Uf)(w) := Uα(w)∂αf(w) . (4.106)
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Nun ergibt sich folgendes Problem: Die Funktionf ∈ F(X) ist nur auf der Fl̈acheS =

X(Ω) definiert und es besteht kaum die Möglichkeit übliche Ableitungen∂jf =
∂

∂xj
f zu

berechnen, zumindest nicht für allej = 1, 2, 3. Um zu sehen, dass (4.91) dennoch Sinn
macht, suchen wir eine glatte Kurvec = (c1, c2, c3)⊤ : R ⊃ [a, b] → S = X(Ω) dieU(w)

als Tangentialvektor am Punktw = c(t) hat, alsoċ(t) :=
dc(t)

dt
= U(c(t)). Jetzt redefinieren

wir die Ableitung (4.91) als dieRichtungsableitung in RichtungU ∈ V (X) gemäß:

(∇Uf)(w) := lim
ε→0

f(c(t+ ε)) − f(c(t))

ε
. (4.107)

Um dieÄquivalenz der Definitionen (4.91) und (4.107) zu begründen, erinnern wir uns
daran, wie man die Ableitung für die Kompositioñf(c(t)) definiert:

df(c(t))

dt
= f,α(c(t))ċα(t) = (∇f)(c(t)) · ċ(t) = Uα(w)F,α(w) = (∇Uf)(w) ,

wobei∇f = (∂1f, ∂2f, ∂3f)⊤ den Gradienten vonf bezeichnet unḋc = (ċ1, ċ2, ċ3)⊤ ∈
V (X) das tangentiale Vektorfeld ist.

Für das des Normalenvektors (Gauß-Abbildung) im kartesischen Koordinatensystem
(vgl. (4.105))

N(w) := (N1(w), N2(w), N3(w))⊤ = Nγ(w)eγ , w ∈ S = X(Ω) (4.108)

Normalableitung (in Richtung des NormalenvektorsN ⊥ V (X)) ist

∇Nϕ := Nα∂αϕ , ϕ ∈ C
1(S ) . (4.109)

Die Günter’sche

Dαψ = ∂αψ −Nα∇Nψ = ∇Dα
ψ , ψ ∈ F(X) , α = 1, 2, 3 (4.110)

und dieStoke’sche

Mαβψ := Nα∂βψ −Nβ∂αψ = ∇Mαβ
, ψ ∈ F(X) , α, β = 1, 2, 3 (4.111)

Ableitungen sind Beispiele für Tangentialableitungen, denn die generierenden Vektorfelder

Dα = eα −NαN = (δαγ −NαNγ)e
γ , Mαβ = Nαe

β −Nβe
α , (4.112)

α, β = 1, 2, 3 ,

sind tangential, also giltDα,Mαβ ∈ V (X) oder anderes gesagt

Dα ·N = Mαβ ·N = 0 , α, β = 1, 2, 3 . (4.113)

Daher sind diese Ableitungen für Funktionenψ ∈ F(X) wohldefiniert (vgl. (4.107)).
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Lemma 4.39 Die Günter’schen AbleitungenDα sind invariant unter regul̈arer Parameter-
transformation

ϕ : Ω̃ → Ω , detDϕ(u, v) 6= 0 , ∀ (u, v)⊤ ∈ Ω

der FlächeS = X(Ω).

Die Stoke’schen AbleitungenMαβ wechseln nur das Vorzeichen(sign detDϕ
)
Mαβ bei

regulärer Parametertransformation und sind invariant unter orientierungstreuer Parameter-
transformation (detDϕ(u, v) > 0).

Beweis. Da die AbleitungenDα und Mαβ nur vom NormalenvektorN(p) abhängig sind,
folgt das Resultat aus Lemma 3.14.

Nur zwei der drei Günter’schen AbleitungenD1,D2,Dn sind linear unabhängig und es
gilt:

NγDγ = 0 . (4.114)

Analog sind nur zwei der neun Stoke’schen AbleitungenM1,1, . . . ,Mn,n linear un-
abhängig und die folgenden Gleichungen sind leicht zu verifizieren:

Mαα = 0 , Mαβ = −Mβα , εαβγNαMβγ = 0 , (4.115)

wobeiεαβγ Permutationsvorzeichen bezeichnet:

εααγ = εαβα = εαββ = 0 ,

εαβγ = 1 wenn {α, β, γ} gerade Permutation von{1, 2, 3} ,
εαβγ = −1 wenn {α, β, γ} ungerade Permutation von{1, 2, 3} .

Die Günter’sche und die Stoke’sche Ableitung sind abhängig voneinander:

Dα := NγMγα , Mαβ = NαDβ −NβDα . (4.116)

Lemma 4.40 SeiS = ∂R eine regul̈are geschlossene Fläche, die das kompakte Gebiet
R ⊂ R

3 umschließt.N(τ) = (N1(τ), N2(τ), N3(τ))
⊤ sei der Normalenvektor (die Gauss-

Abbildung), der nach außen zeigt.

Die Stoke’sche Formel
∮

S

(Mαβϕ)(τ) dσ = 0 (4.117)

gilt für alle α, β = 1, 2, 3 und beliebigeϕ ∈ C1(S ).
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Beweis: Nehmen wir vorübergehend an, dassϕ die Spurϕ = Φ
∣∣
S

einer FunktionΦ ∈
C2(R) ist. Zweimaliges Anwendung des Gauß’schen Satzes in der Ebene

∫

R

∂αΦ(y) dy =

∮

S

Nα(τ)ϕ(τ) dσ , α = 1, 2, 3 (4.118)

ergibt:
∫

R

(∂α∂βΦ)(y) dy =

∮

S

Nα(τ)(∂βϕ)(τ) dσ ,

∫

R

(∂β∂αΦ(y) dy =

∮

S

Nβ(τ)(∂αϕ)(τ) dσ .

Da∂α∂βΦ = ∂β∂αΦ erhalten wir durch Subtraktion (4.117).

Wir bemerken an dieser Stelle ohne Beweis, dass die Menge derFunktionen mit Spur
ϕ = Φ

∣∣
S

, ( Φ ∈ C2(R)), dicht in C1(S ) ist. Andererseits ist die Stoke’sche Ableitung
tangential und kann auf eine Funktion angewandt werden, dienur aufS definiert ist (vgl.
(4.107)), also zuϕ ∈ C1(S ). Dafür gilt die Formel (4.117) für beliebigeϕ ∈ C1(S ).

Mit A∗
Rn = A∗ bezeichnen wir im Folgenden denDualoperator eines stetigen linearen

OperatorsA, wenn gilt

(AΦ,Ψ)Rn = (Φ, A∗Ψ)Rn Φ,Ψ ∈ C
∞(Rn) (4.119)

bezüglich desSkalarproduktes auf dem ganzen Euklidischen RaumRn

(Φ,Ψ)Rn =

∮

Rn

Φ(y) · Ψ(y) dy , Φ,Ψ ∈ C
∞(Rn) . (4.120)

Die dualen Operatoren zu DifferentialoperatorenDα undMαβ aufRn sind wohlbekannt
und die entsprechenden Gleichungen sind leicht nachweisbar mit Hilfe partieller Integration:

(Dα)∗
Rnϕ = D∗

αϕ = −∂αϕ+ ∂γ

[
NγNαϕ

]
,

(Mαβ)∗
Rnϕ = M ∗

αβϕ = −∂β

[
Nαϕ

]
+ ∂α

[
Nβϕ

]
.

(4.121)

Der Dualoperator

(Bϕ, ψ)S = (ϕ,B∗
Sψ)S ϕ, ψ ∈ C

∞(S ) (4.122)

bezüglich desSkalarproduktes auf der FlächeS = X(Ω)

(ϕ, ψ)S =

∮

S

ϕ(τ) · ψ(τ) dσ , ϕ, ψ ∈ C
∞(S ) (4.123)

lautet anders. Es gilt nämlich das Folgende:
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Korollar 4.41 Dualoperatoren(Dα)∗
S

zu den G̈unter’schen DifferentialoperatorenDα schrei-
ben sich als

(Dα)∗S = −Dαϕ+NαHS , (4.124)

wobei

HS := divN = ∂αNα = DαNα (4.125)

und(n− 1)−1HS die mittlere Krmmmung darstellt (ohne Beweis).

Die Stoke’schen AbleitungenMαβ sindschief-symmetrisch aufS :

(Mαβ)∗S = −Mαβ = Mβα . (4.126)

Beweis: Mit (4.117) beweisen wir (4.126)
∮

S

(Mαβψ)(τ)ϕ(τ) dσ =

∮

S

Mαβ

[
ψ)(τ)ϕ(τ)

]
dσ −

∮

S

ψ(τ)(Mαβϕ)(τ) dσ

= −
∮

S

ψ(τ)(Mαβϕ)(τ) dσ , ϕ, ψ ∈ C
∞(S ) (4.127)

dennMαβ[ψϕ] = (Mαβψ)ϕ+ ψ(Mαβϕ).

Mit (4.116) und (4.126) erhalten wir weiter

(Dα)∗Sϕ = −Mα,βNβϕ =
(
Nα∂β −Nβ∂α

)
Nβϕ

= Nα

(
∂βNβ

)
ϕ+NαNβ∂βϕ−Nβ

(
∂αNβ

)
ϕ−N2

β∂αϕ

= NαHSϕ+Nα∇N ϕ− 1

2
∂αN

2
βϕ− ∂αϕ

= −Dαϕ+NαHSϕ , α = 1, 2, 3 ,

daN2
α =

∣∣N
∣∣ = 1. Die Gleichung∂αNα = DαNα, behauptet in (4.125), verifiziert man

ähnlich:

DαNα = ∂αNα −NαNβ∂βNα = HS − Nβ

2
∂βN

2
α = HS .

4.6 X-GRADIENT UND X-D IVERGENZ

Zu f ∈ F(X) betrachten wir dieDifferential-1-Form ωf gegeben durch

ωf(V ) := LV f = V αf,α für V = V αX,α, , V ∈ V (X) . (4.128)

Dann gibt es zuf genau ein Vektorfeld∇X ∈ V (X), so dass gilt (vgl. Satz 1.18)

ωf(V ) = (∇Xf, V ) für alle V ∈ V (X) . (4.129)

Das Vektorfeld nennt man denX-Gradienten der Funktionf ∈ F(X).
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Lemma 4.42 Wir erhalten so eine lineare Abbildung

∇X : F (X) → V (X) ,

für die mit

∇Xf =: f ,αX,α (4.130)

folgt

f ,α = gαβf,β . (4.131)

Insbesondere,

|∇Xf |2 = f ,αf,α = gαβf,αf,β . (4.132)

In dem kartesischen Koordinatensystem (vgl.(4.105)) schreibt sich∇X als

∇Xf = DXf :=
(
D1f,D2f,D3f

)⊤
, (4.133)

LV f = (DXf, V ) = VγDγf ∀V = Vγe
γ ∈ V (X) , ∀ f ∈ F(X) . (4.134)

Der X-Gradient ist invariant unter einer orientierungstreuen Parametertransformation
ϕ : Ω̃ → Ω der FlächeS = X(Ω).

Beweis:Zum Beweis von (4.131): Es gilt

(U, V ) = gαβU
αV β für U = UαX,α , V = V βX,β , U, V ∈ V (X)

daX,α ·X,β = gαβ. FürUα = gαβf,β gilt insbesondere

(U, V ) = gαβ g
αγf,γV

β = δγβf,γV
β = f,βV

β = LV f ,

alsoU = ∇Xf .

Wir berechnen die Länge des Gradienten:

(∇Xf,∇Xf ) = gαβf
,αf ,β = gαβ g

αγf,γf
,α = f ,αf,α

und erhalten Gleichung (4.132).

Da

grad f =
(
∂1f, ∂2f, ∂3f

)⊤
= DXf +

(
∇Nf

)
N (4.135)

(vgl. (4.110)), vobeiDf tangenzial ist(DXf,N) = Dαf,Nα = 0, erhalten wir

(grad f, V ) = (DXf, V ) + (
(
∇Nf

)
N, V ) = (DXf, V ) + ∇Nf (N, V ) = (DXf, V )
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für alleV ∈ V (X) da∇Nf skalar ist. Damit sind (4.133) und (4.134) bewiesen.

Die letzte Behauptung über die Invarianz des Gradienten∇X folgt aus Lemma 4.39.

Es sei nunW ∈ V (X) fest undAW : V (X) → V (X) definiert durch die kovariante
Ableitung

AW (V ) := DVW , V ∈ V (X) .

Diese Abbildung istF(X)-linear, d.h. es gilt (vgl. (4.96).K.2)

AW (fU + gV ) = fAW (U) + gAW (V ) .

Wir berechnen die Matrix bzgl. der Basis
{
X,1, X,2

}
. Für V = V αX,α erhalten wir aus

(4.96)
AW (V ) =

[
V αW γ

,α + Γγ
αβV

αW β
]
X,γ .

Bezeichnet alsoAW =
[
aγ

α

]
2×2

die Matrix vonAW , so gilt

aγ
α = W γ

,α + Γγ
αβW

β .

Die Spura1
1 + a2

2 vonAW nennt man dieX-Divergenzdes tangentialen VektorfeldesW :

divXW := Spur AW = a1
1 + a2

2 = W α
,α + Γα

αβW
β . (4.136)

Durch Differentiation der Determinante

g = detGX = g11g22 − g2
12 , gαβ = gβα = X,α ·X,β ,

der ersten Fundamentalform und Verwendung der Formel

Xuαuβ ·Xuγ = Γσ
αβgσγ ,

(vgl. (4.45)), erhalten wir

∂βg = g,β = 2g22X,1β ·X,1 + 2g11X,2β ·X,2 − 2g12X,1β ·X,2 − 2g12X,1 ·X,2β

= 2g22

[
Γ1

1βg11 + Γ2
1βg12

]
+ 2g11

[
Γ1

2βg21 + Γ2
2βg22

]
− 2g12

[
Γ1

1βg12 + Γ2
1βg22

]

−2g21

[
Γ1

2βg11 + Γ2
2βg21

]

= 2(g11g22 − g2
12)Γ

1
1β + 2(g11g22 − g2

12)Γ
2
2β = 2gΓα

αβ ,

also

Γα
αβ =

g,β

2g
=

1√
g
∂β
√
g . (4.137)

Aus (4.136) und (4.137) folgt

divXW = W α
,α +

1√
g

(∂β
√
g)W β =

1√
g

[
∂β
√
gW β

]
,
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d.h.

divXW =
1√
g

[√
gW β

]
,α
. (4.138)

Definieren wir nun eine lineare AbbildungδX : F(X) → F(X) durch

∆Xf := divX [∇Xf ] , (4.139)

so erhalten wir mit∇Xf =
[
gαβf,β

]
X,α und (4.139)

∆Xf =
1√
g
∂α

[√
ggαβ∂βf

]
. (4.140)

Man nennt∆X denLaplace-Beltrami-Operator auf X.

Theorem 4.43 DieX-Divergenz des tangentialen Vektorfeldes in kartesischenKoordinaten
schreibt man als

divX U = DγUγ , U = UαX,α = Uγe
γ ∈ F (X) . (4.141)

Die X-Divergenz ist invariant bez̈uglich einer orientierungstreuen Parametertransfor-
mationϕ : Ω̃ → Ω der FlächeS = X(Ω).

Entsprechend hat der Laplace-Beltrami-Operator in kartesischen Koordinaten die Form

∆Xϕ = D
2
αϕ = D

2
1ϕ + D

2
2ϕ + D

2
3ϕ , ϕ ∈ F(X) . (4.142)

Er ist invariant bez̈uglich einer orientierungstreuen Parametertransformation undsymme-
trish auf die F̈ache

(
∆X

)∗
S

= ∆X , d.h.,

(∆X U, V )S = −(U,∆X V )S ∀U, V ∈ F(X) . (4.143)

Beweis:In kartesischen Koordinaten definiert man die X-Divergenz als den zum X-Gradienten
negative dualen OperatordivX =

(
∇X

)∗
S

(wie auch inRn):

(∇X f, V )S = −(f, divX V )S , f ∈ C1(X) , U ∈ V (X) . (4.144)

Also, mit (4.124) erhalten wir

divX U = −
(
∇X

)∗
S
U = (Dα)∗SUα = DαUα −NαHSUα = DαUα − HSN · U = DαUα

dennU =
(
U1, U2, U3

)⊤
tangential ist undN · U = 0.

Die Behauptung über die Invarianz der X-Divergenz folgt aus Lemma 4.39.

Mit (4.141) erhalten wir (4.142) und die Selbstadjungiertheit (4.143) folgt weil
(
∆X

)∗
S

=
(
divX ∇X

)∗
S

=
(
∇X

)∗
S

(
divX

)∗
S

= divX ∇X = ∆X .

Die Behauptung über die Invarianz von der X-Divergenz und des Laplace-Beltrami Ope-
rators folgt aus den Lemmata 4.39 und 4.42.
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4.7 PARALLELVERSCHIEBUNG UND GEODÄTISCHE

SeiX : R2 ⊃ Ω → R3 eine reguläre Fläche und es seiω : [a, b] → Ω eine Kurve inΩ,
sowiec := X ◦ ω die zugehörige Kurve aufX.

Definition 4.44 Ein Vektorfeld
V : [a, b] → R

3

heißttangential längsder Kurvec, falls für alle t ∈ [a, b] gilt:

V (t) ∈ Tω(t)X = Tc(t)X .

Vc bezeichnet die Klasse der tangentialen Vektorfelder längsc.

Für ein beliebiges tangentiales VektorfeldV ∈ Vc längsc können wir schreiben

V = V (t) = V α(t)X,α (ω(t)) , t ∈ [a, b] ,

und man definiert diekovariante Ableitung

DV (t)

dt
∈ Vc

durch

DV (t)

dt
:= P (ω(t))

[
d

dt
V (t)

]
. (4.145)

Hier ist, wie oben,P (w) : R3 → TwX die orthogonale Projektion auf den Tangentialraum
(vgl. (4.100)). Insbesondere folgt

d

dt
U · V =

[
DU

dt
+ (I − P )

dU

dt

]
· V + U ·

[
DV

dt
+ (I − P )

dV

dt

]

=
DU

dt
· V + U · DV

dt
(4.146)

für U, V ∈ Vc denn(I − P )
dU

dt
· V = 0.

Da
dV

dt
= V̇ αX,α(ω) + V αX,αβ(ω)ω̇β ,

liefert die Gauß’sche Darstellungsformel

DV

dt
=
[
V̇ γ + Γγ

αβV
αω̇β

]
X,γ(ω) . (4.147)
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Insbesondere fürt = s (d.h.c ist nach Bogenlänge parametrisiert) und

V (s) = ċ(s) , c̈(s) = V̇ (s) = κgs(s) + κnN(s) ,

Dċ

ds
= P (ω)c̈ = κgs , (4.148)

dennPN = 0. Es folgt:

Lemma 4.45 Die geod̈atische Kr̈ummungκg(s) von c(s) ist genau dann identisch Null
κg(s) ≡ 0, wenn gilt

Dċ

ds
≡ 0 , (4.149)

bzw. wenn gilt (vgl.(4.147))

d2ωγ

ds2
+ Γγ

αβ

dωα

ds

dωβ

ds
= 0 für γ = 1, 2 (4.150)

dennc = X ◦ ω impliziert ċ = ω̇αX,α(ω) und(4.147)ist anwendbar.

Definition 4.46 Allgemein nennt man Kurvenc(t) = X ◦ω(t), die den Gleichungen(4.150)
(oder der Gleichung(4.149)) gen̈ugen, mits ersetzt durcht, geod̈atische Kurven oder
Geod̈atischeaufX.

Die Gleichungen(4.150)(und(4.149)) heißen dieDifferentialgleichungen der Geodäti-
schen.

Korollar 4.47 Geod̈atische Kurven aufX sind invariant unter Isometrien: die isometrische
Abbildungϕ : X → Y bildet jede geod̈atische Kurvec aufX auf eine geod̈atische Kurve
ϕ(c) aufY ab.

Beweis:Das Resultat ist wahr weil, die Gleichung der geodätischenKurve (4.150) in Cristof-
fel-Symbolen geschrieben ist und diese Symbole invariant unter Isometrien sind (vgl. Korol-
lar 4.24).

Definition 4.48 Ein VektorfeldV = V αX,α(ω) ∈ Vc heißtparallel, falls längsc gilt

DV

dt
= 0 , (4.151)

d.h. falls

V̇ γ + Γγ
αβV

αω̇β = 0 , γ = 1, 2 . (4.152)
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Aus(4.146)folgt, dass f̈ur parallele VektorfelderU, V ∈ Vc gilt

U(t) · V (t) ≡ const auf [a, b] ,

insbesondere also

|U(t)| ≡ const , cos θ(t) =
U(t) · V (t)

|U(t)||V (t)| ≡ const falls
DU

dt
=
DV

dt
≡ 0 ,

wobei [0, 2π) ∋ θ(t) :=<){U(t), V (t)}.

Korollar 4.49 Parallele Vektorfelder haben konstante Länge und der Winkel zwischen zwei
parallelen Vektorfeldern bleibt konstant.

Für geod̈atische Kurve ist tangentvektor parallel (vgl.(4.149)und(4.151)).

Da das Geschwindigkeitsfelḋc einer Geodätischen parallel ist|ċ(t)| ≡ const, es folgt:

Satz 4.50Jede Geod̈atische (d.h. L̈osung von(4.150)oder von(4.149)) ist proportional zur
Bogenl̈ange parametrisiert.

Korollar 4.51 Für jede Geod̈atische ist die geod̈atische Kr̈ummung gleich Null, da(4.148)
bis auf einen konstanten Faktor (6= 0) gilt.

Wir betrachten jetzt dasEnergiefunktional

E(c) :=
1

2

∫ b

a

|ċ(t)|2dt (4.153)

sowie dasLängenfunktional

L(c) :=

∫ b

a

|ċ(t)|dt (4.154)

für Kurvenc = X ◦ ω : [a, b] → R
3 aufX.

Für eine gegebene Kurvec und ein tangentiales VektorfeldV ∈ Vc längsc wollen wir
die ersten Variationen

δE(c, V ) und δL(c, V )

definieren und berechnen. Dazu betten wir die gegebene Kurvec(t) in die differenzierbare
Familieψ(t, ε), (t, ε) ∈ [a, b] × (−ε0, ε0) von Kurvenψ(·, ε) aufX ein, so dass gilt

ψ(t, 0) = c(t)

und
∂

∂ε
ψ(t, ε)

∣∣∣∣
ε=0

= V (t) .
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Es folgt
∂

∂ε

∂

∂t
ψ(t, ε)|

∣∣∣∣
ε=0

= V̇ (t) .

Mittels der Familieψ(t, ε) erhalten wir eine Abbildung

Ẽ : (−ε0, ε0) → R,

gegeben durch
Ẽ(ε) := E (ψ(·, ε)) ,

und es folgt

d

dε
Ẽ(ε)

∣∣∣∣
ε=0

=
1

2

∫ b

a

∂

∂ε

[
∂

∂t
ψ(t, ε) · ∂

∂t
ψ(t, ε)

]∣∣∣∣
ε=0

dt

=

∫ b

a

ċ(t) · ∂
∂ε

∂

∂t
ψ(t, ε)

∣∣∣∣
ε=0

dt =

∫ b

a

ċ(t) · V̇ (dt) dt

=

∫ b

a

ċ · DV
dt

dt , (4.155)

dennċ ∈ Vc. Da das Ergebnis nur vonc und vonV abhängt, setzen wir

δE(c, V ) :=
d

dε
E (ψ(·, ε))

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ b

a

ċ · DV
dt

dt . (4.156)

Eine analoge Rechnung fürL und die entsprechende Definition ergeben insgesamt

δL(c, V ) = 2

∫ b

a

ċ(t) · ∂
∂ε

∂

∂t
ψ(t, ε)

∣∣∣∣
ε=0

dt

|ċ(t)| = 2

∫ b

a

ċ · DV
dt

dt

|ċ(t)| . (4.157)

FürV ∈ Vc mit V (a) = V (b) = 0 liefert eine partielle Integration in Gleichung (4.156)

δE(c, V ) = −
∫ b

a

Dċ

dt
· V dt . (4.158)

Ist c außerdem proportional zur Bogenlänge parametrisiert, also|ċ(t)| = const 6= 0, so folgt
aus (4.157)

δL(c, V ) = − 2

|ċ(t)|

∫ b

a

Dċ

dt
· V dt . (4.159)

Vom Standpunkt der Variationsrechnung aus, muss gelten

δE(c, V ) = 0 ∀V ∈ Vc mit V (a) = V (b) = 0 ,

was zu
Dċ

dt
≡ 0 , also zu (4.149) äquivalent ist.
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Weiterhin haben wir

|ċ(t)| = const : δL(c, V ) = 0 ∀V ∈ Vc mit V (a) = V (b) = 0

und dazu äquivalent
Dċ

dt
≡ 0 , d.h. (4.149).

(Variationen der Kurvec, wobei Anfangs- und Endpunkt festbleiben).

Es folgt: Die Gleichung(4.149)ist die Euler-Gleichung des Energie-FunktionalsE(c),
und auch die Euler-Gleichung des Längen-FunktionalsL(c) (wenn man sich auf Kurven
beschr̈ankt, die proportional zur Bogenlänge parametrisiert sind).

Satz 4.52Geod̈atische minimieren (lokal) die L̈ange und die Energie.

Beispiel 4.53 Geod̈atische auf dem Zylinder. Es sei

S =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 = 1
}

der senkrechte Zylinder über dem Einheitskreis.

Die ParametrisierungX : R2 → S ⊂ R3 mit

X(u1, u2) = (cos u1, sin u1, u2)

ist eine (lokale) Isometrie (vgl. Beispiel 4.9 und Satz 4.10).

Da der Zylinder lokal isometrisch zur Ebene ist, sind die Bilder der Geodätischen auf
einer Ebene (d. h. die Bilder von Geraden) die Geodätischenauf dem Zylinder (vgl. Korollar
4.47).

Es sei dazu

p = X(0, 0) = (1, 0, 0) und a, b ∈ R , a2 + b2 = 1 fest .

Wir betrachten die Bilder der Geraden

ωab(s) := (as, bs) , s ∈ R ,

die durch(0, 0) in R2 laufen und mittels

cab(s) = X ◦ ω(s) = X(as, bs) = (cos as, sin as, bs) .

auf Zylinder abgebildet werden.cab sind Geodätische Kurven auf demS die durch der Punkt
p laufen.
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a = 0

b = 0

p

x2

x3

x1

ab 6= 0

Geometrische Interpretation:

Fig. 4.4

3 Fälle:

a = 0 : ω0b(s) = (0, bs)
cab(s) = (1, 0, −+s)
“senkrechte Gerade durchp” .

b = 0 : ωa0(s) = (as, 0)
cab(s) = (cos s, sin s, 0)
”ebene Kreislinie durchp” .

ab 6= 0 : ωab(s) = (as, bs)
cab(s) = (cos as, sin as, bs)
“Helix durchp” .

Satz 4.54Es seic = X ◦ ω, ω : [a, b] → Ω
eine Kurve aufX undW0 ∈ Tc(t0)X, t0 ∈
[a, b]. Dann gibt es genau ein paralleles Vek-
torfeldW ∈ Vc mitW (t0) = W0.

Beweis: (4.152) ist ein lineares System von zweier gewöhnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung fürW = (W1,W2)

⊤ mit AnfangsbedingumgenW (t0) = W0. Deshalb folgt
die Behauptung aus dem bekannten Existenz-und Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche Diffe-
rentialgleichungen.

Definition 4.55 Es seic = X ◦ ω,W0 ∈ Tc(t0)X, t0 ∈ [a, b] wie in Satz 4.54.

Weiter seiW das (eindeutig bestimmte) parallele Vektorfeld längsc mit W (t0) = W0.
Für t1 ∈ [a, b] heißtW (t1) die Parallelverschiebung vonW0 längsc.

Bemerkung 4.56 i. Die Parallelverschiebung vonW0 längsc hängt nicht von der Para-
metrisierung der Kurvec ab. In der Tat, f̈ur beliebiege Umparametrisierung

ϕ : [0, 1] → [a, b] , ϕ′(τ) 6= 0 für τ ∈ [0, 1]

c̃(τ) := c (ϕ(τ)) = (X ◦ ω) (ϕ(τ))

folgt es:

W̃ (τ) := W (ϕ(τ)) , W (t) = W α(t)X,α (ω(t))) ⇒
W̃ (τ) = W α (ϕ(τ))X,α (ω (ϕ(τ))) = W̃α(τ)X,α (ω̃(τ))

0 =
˙̃
W (τ) + Γγ

αβ (ω̃(τ)) W̃α(τ) ˙̃ωβ(τ)

=
{
Ẇ γ (ϕ(τ)) + Γγ

αβ (ω (ϕ(τ)))W α (ϕ(τ)) ω̇β (ϕ(τ))
}
ϕ′(τ) .

Da ϕ′(τ) 6= 0, erhalten wir

Ẇ γ (ϕ(τ)) + Γγ
αβ (ω (ϕ(τ)))W α (ϕ(τ)) ω̇β (ϕ(τ)) = 0
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und das geẅunschte Ergebnis folgt aus der Eindeutigkeit der Lösung von(4.152):

ii. Sindp, q ∈ X(ω), und istc = X ◦ ω, ω : [a, b] → Ω eine Kurve aufX mit c(a) = p,
c(b) = q, so hat man eine Abbildung

Pc : TpX → TqX ,

wobeiPc jedem TangentenvektorW0 ∈ TpX die Parallelverschiebung längsc in b
zuordnet. Aus(4.146)folgt, dassPc eine Isometrie ist:

dU

dt
· V = 0 ,

dV

dt
· U = 0 ⇒ d

dt
U · V = 0 ⇒ U · V = const .

iii. Sind zwei Fl̈achenS = X(Ω), S̃ = X̃(Ω̃) tangential l̈angs einer Kurvec, so ist die
Parallelverschiebung längsc in S und S̃ dieselbe, da f̈ur p ∈ Spur c gilt: TpS =

TpS̃. Da die Projektionen auf die Tangentialräumeübereinstimmen, stimmen auch die
kovarianten Ableitungen̈uberein.

Beispiel 4.57 S = S2 ⊂ R3 ist die Einheitsspḧare, C = Spur c ⊂ S -Breitenkreis der
Breiteπ/2 − ϕ, p ∈ C,W0 ∈ TpC ⊂ TpS.

ψ

N

ϕC = Spur c

s

s

n ċ

θ(s)

θ(s)θ(s)

2π sin ϕ

U

Fig. 4.5

Betrachte den KegelKϕ, der tangential zuS längsC ist. Es seiψ ∈ (0, π) derÖffnungs-
winkel vonKϕ; dann giltψ = π/2 − ϕ (C 6=Äquator). Betrachte die Parallelverschiebung
vonW0 längsC in Kϕ. Ein Kegel ohne Erzeugende ist isometrisch zu dem SektorU

U = {(ρ cos θ, ρ sin θ) : ρ > 0 , θ ∈ (0, α)}
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wobeiα = 2π sin ϕ (vgl. Beispiel 4.13).

Parallelverschiebung in der Ebene ist aber nichts anderes als Translation!c = c(s) sei
nach der Bogenlänge parametrisiert. Dann folgt<) (W (s), t(s)) = θ(s) und die Parallelvek-
torfeld ist in umschließende RaumR3 nicht selbstparallel (damit ist Breitenkreis der Breite
π/2 − ϕ 6= 0 keine Geodätische; vgl. Korollar 4.59).

Ist c der Äquator, so vergleichen wir mit einem Zylinder. In der Ebeneist das Bild von
c dann eine Strecke, undt(s) ist in umschließende RaumR3 schon selbstparallel (damit ist
derÄquator ein kandidat für Geodätische; vgl. Korollar 4.59).

Satz 4.58Es sei durchX : Ω → R
3 eine regul̈are FlächeS = X(Ω) definiert.

Ist p ∈ S undW0 ∈ TpS mit W0 6= 0, so existiertε > 0 und eine eindeutig bestimmte
Geod̈atischec : (−ε, ε) → S, die nach Bogenlänge parametrisiert ist mit

c(0) = p , ċ(0) =
W0

|W0|
.

Beweis:Die Differentialgleichungen der Geodätischen (4.150), ist ein System zweier gewöhn-
licher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Die Behauptung folgt aus dem Existenz-
und Eindeutigkeitssatz.

Korollar 4.59 Die Geod̈atischen auf der Sphäre sind nur Großkreise (Synonym:Äquator ).

Beweis:Die Sphäre mit RadiusR hat die KrümmungK =
1

R
. Dann hat der Breitenkreis der

Breite
π

2
− ϕ den Radiusrc = R sin ϕ und die Krümmungκn(s) =

1

R sin ϕ
, daκn(s) die

Projektion von
1

R
N(s) auf die Normalen(s) ist (n(s) liegt in der Ebene des Kreises; vgl.

Fig. 4.5). Daraus folgt
K2 = (κc

g)
2 + (κc

n)2 ,

also
1

R2
=

1

R2 sin2 ϕ
+ (κc

g)
2 , d.h. κc

g =
1

R
cotϕ .

Dann istκc
g äquivalent zucot ϕ = 0 und darausϕ =

π

2
.

Ist p ∈ S2 undW0 ∈ TpS
2, so gibt es genau einen Großkreis, der als Schnitt vonS2 mit

der affinen Ebene durchp entsteht und den VektorW0 enthält. Dieser Großkreis ist also die
eindeutig bestimmte Geodätische.

Ausgehend von der Gleichung für nach Bogenlänge parametrisierte Kurvenc = X ◦ ω
aufX

Dċ

ds
= κgs , s(s) := N(s) ∧ ċ(s)

(vgl. (4.148)) betrachten wir jetzt EinheitsvektorfelderW ∈ Vc längs einer gegebenen Kurve
c aufX.
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Definition 4.60 Mit

DW

dt
:= λ(t) [N(t) ∧W (t)] , W ∈ Vc , |W | = 1

heißt die Gr̈oße [
DW

dt

]
:= λ(t) , t ∈ [a, b] ,

der algebraische Wert der kovarianten Ableitungvon das EiheitsvektorfeldW in t.

Bemerkung 4.61 Ist |ċ(t)| = 1 (d.h., nach Bogenlänge parametrisiert), so (vgl.(4.149))
[
Dċ(t)

dt

]
= κg(t) .

Aufgabe: Darstellung des algebraischen Werts der kovarianten Ableitung vonW .

Hierfür beweisen wir zuerst ein paar Hilfssätze. Zunächst untersuchen wir, wie sich der
Winkel zwischen zwei EinheitsvektorfeldernV,W ∈ Vc längs der glatten Kurvec ändert.
Dafür schreiben wir

W (t) = v(t)V (t) + v(t)V (t) , (4.160)

wobei
{
V (t), V (t)

}
eine positive Orthonormalbasis vonTc(t)X ist.

Lemma 4.62 Es seienv, v glatte Funktionen auf[a, b] mit v2 + v2 = 1. Wähleϕ0 so, dass
v(a) = cos ϕ0, v(a) = sin ϕ0 und setze f̈ur t ∈ [a, b]

ϕ(t) := ϕ0 +

∫ t

a

(
vv′ − vv′

)
dt . (4.161)

Dann gilt

v(t) = cos
[
ϕ(t)

]
, v(t) = sin

[
ϕ(t)

]
, t ∈ [a, b] . (4.162)

Beweis:Setze:

∆ :=
1

2
(v − cos ϕ)2 +

1

2
(v − sin ϕ)2 = 1 − v cos ϕ− v sin ϕ .

Es genügt zu beweisen, dass∆(t) ≡ 0. Da ∆(a) = 0, bleibt zu überprüfen∆′(t) = 0
(vgl. (4.162)), denn dies impliziert∆(t) = const = ∆(a) = 0. Dafür betrachten wir die
Ableitung:

∆′ := −v ϕ′ sin ϕ+ v ϕ′ cos ϕ+ v′ cos ϕ+ v′ sin ϕ

=
(
vv′ − vv′

)(
− v sin ϕ+ v cos ϕ

)
+ v′ cos ϕ+ v′ sin ϕ

= −v′
(
v2 + v2

)
sin ϕ− v′

(
v2 + v2

)
cos ϕ+ v′ cos ϕ+ v′ sin ϕ ≡ 0 ,

dennϕ′ = vv′ − vv′ (vgl. (4.161)) undvv′ + v v′ = 0 (folgt vonv2 + v2 = 1).
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Lemma 4.63 Es seienV,W ∈ Vc tangentiale Einheitsvektorfelder längsc. Dann gilt
[
DW

dt

]
−
[
DV

dt

]
=
dϕ

dt
, (4.163)

wobeiϕ(t) den orientierten Winkel zwischenV (t) undW (t) mißt.

Beweis:Mit V = N ∧ V undW = N ∧W gilt:

W = cos ϕV + sin ϕV (4.164)

und

W = N ∧W = cos ϕ
(
N ∧ V

)
+ sin ϕ (N ∧ V

)
= cos ϕV − sin ϕV (4.165)

dennN ∧ V = V ,N ∧ V = −V . Differentiation von (4.164) liefert

W ′ = −ϕ′ sin ϕV + cos ϕV ′ + ϕ′ cos ϕV + sin ϕV ′

und das Skalarprodukt mit (4.165) ergibt

W ′ ·W = ϕ′ sin2 ϕ+ ϕ′ cos2 ϕ− sin2 ϕV · V ′ + cos2 ϕV · V ′

= ϕ′ + cos2 ϕV · V ′ − sin2 ϕV · V ′

dennV · V = V · V ′ = V · V ′ = 0. AusV · V = 0 folgt V ′ · V + V · V ′ = 0 und weiter:

W ′ ·W = ϕ′ + V ′ · V .

Somit erhalten wir die gewünschte Gleichung (4.163):
[
DW

dt

]
= W ′ ·W =

dϕ

dt
+

[
DV

dt

]
,

denn

W ′ ·W =
dW

dt
·W =

DW

dt
·W =

[
DW

dt

] (
N ∧W

)
·W =

[
DW

dt

]

und analogV ′ · V =

[
DV

dt

]
.

IstW (s) = ċ(s), |ċ| = 1, undV ein paralleles Vektorfeld längsc, so liefert das Lemma
4.63:

κg(s) =

[
DW

ds

]
=
dϕ

ds
. (4.166)

Korollar 4.64 Die geod̈atische Kr̈ummung ist diëAnderungsrate des Winkels, den die Tan-
gente mit einem längsc parallelen Vektorfeld bildet.
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Vergleichen wir mit einem der kanonischen Basisvektoren, z.B. mitXu1, so erhalten wir:

Satz 4.65Es seiX : Ω → R3 eine orthogonale Parametrisierung, d.h.F = 0. Ist dann
c = X ◦ω, ω : [a, b] → Ω eine Kurve inX, undW ∈ Vc ein tangentiales Einheitsvektorfeld
längsc, so gilt

[
DW

dt

]
=

1

2
√

E G

{
Gu1

dω2

dt
− Eu2

dω1

dt

}
+
dϕ

dt
, (4.167)

wobeiϕ(t) den orientierten Winkel vonXu1(t) (oder vonXu2(t)) nachW (t) bezeichnet (bzgl.
der Orientierung

(
Xu1, Xu2

)
des Tangentialraums).

Beweis:Wir haben die gleiche Formel (4.167) für beide Winkelϕα :=<)
(
Xuα,W

)
, α = 1, 2,

da ausϕ2 − ϕ1 =
3π

2
folgt esϕ′

1 = ϕ′
2 = ϕ′. Also, nehmen wir anϕ = ϕ1 =<)

(
Xu1,W

)
.

Auf c betrachten wir die Einheitsvektoren (natürliche Basis)

e1 :=
Xu1√

E
, e2 :=

Xu2√
G
,

so dassN(t) = e1(t) ∧ e2(t). Aus Lemma 4.63 folgt
[
DW

dt

]
=

[
De1
dt

]
+
dϕ

dt
.

Nun ist
[
De1
dt

]
=
de1
dt

·
(
N ∧ e1

)
=
de1
dt

· e2 =
(
e1
)

u1 · e2
dω1

dt
+
(
e1
)

u2 · e2
dω2

dt
.

AusF = Xu1 ·Xu2 ≡ 0 folgt

Xu1u1 ·Xu2 = −Xu1 ·Xu1u2 = −1

2
Eu2 ,

so dass (
e1
)

u1 · e2 =

(
Xu1√

E

)

u1

· Xu2√
G

=
1√
E G

Xu1u1 ·Xu2 = −1

2

Eu2√
E G

.

Analog folgt
(
e1
)

u2 · e2 =
1

2

Gu1√
E G

.

Einsetzen liefert (4.167).

Bemerkung 4.66 Ist die Parametrisierung nicht orthogonal, so ist die Darstellung kompli-
zierter.
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4.8 DER SATZ VON GAUSS–BONNET

Wir werden nun Vorbereitungen treffen um den Satz von Gauß-Bonnet zu beweisen. Dieser
stellt den Zusammenhang zwischen der geodätischen Krümmung, der Gauß’sche Krümmung
und der Eckenanzahl von stückweise glatten, geschlossenen Kurven auf einer Fläche her.

Stückweise glatte geschlossene Kurven auf Flächen.

Es seiX : Ω → R
3 eine reguläre glatte Fläche undS = X(Ω) = SpurX ⊂ R

3.

Definition 4.67 Eine stetige Kurve

c : [0, ℓ] → S , Γ := c([0, ℓ]) = Spur c (4.168)

heißtstückweise glattundgeschlossen, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

i. c(0) = c(ℓ) (geschlossen);

ii. c : [0, ℓ) → S injektiv (einfach);

iii. Die Kurve ist sẗuckweise regulär: es existiert eine Zerlegung0 = t0 < t1 < . . . <
tm < tm+1 = ℓ, so dass die B̈ogenΓk = Spur c

∣∣
[tk,tk+1]

⊂ Γ ⊂ S , k = 0, . . . , m,
regulär sind.

iv. Die Grenzwerte

lim
tրtk

c′(t) =: c′(t−k ) 6= 0 und lim
tցtk

c′(t) =: c′(t+k ) 6= 0

existieren f̈ur alle k = 1, 2, . . . , m + 1 und wir k̈onnen o.B.d.A. annehmen, dass
c′(t−k ) 6= c′(t+k ) ist.

Die Eckpunkteck := c(tk) ∈ Γ heißenEcken undΓ0 . . . ,Γm heißenreguläre Bögen.

S

c1
θ1 > 0

c2 θ2 < 0

c3

θ3 > 0c4

θ4 > 0

c5
θ5 < 0

ck

θk > 0

cn−1 θn−1 < 0

Γ

Fig. 4.6
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Sei |θk| ∈]0, π[ der kleinere Winkel zwischen den Vektorenc′(t−k ), c′(t+k ) und

θk := sign
[
det
(
c′(t−k ), c′(t+k ), N(ck)

)]
|θk| für |θk| < π (4.169)

= sign [det (|c′(tk − ε), c′(tk + ε), N)]︸ ︷︷ ︸
konstant für0 < ε < ε1

π für Spitze|θk| = π , (4.170)

wobeiN(ck) die Einheitsnormale an die orientierte FlächeS in ck bezeichne.θk heißtAu-
ßenwinkel an der Eckeck (vgl. Fig. 4.5).θk mißt offensichtlich den Sprung des Argumentes

θk := arg c′(t+k ) − arg c′(t−k ) , k = 0, . . . , m . (4.171)

Wir nehmen an, dass die ParametrisierungX : Ω → S von S orientierungstreu und
diffeomorph zur EinheitskreisscheibeD ⊂ R2 ist.

Weiter bezeichneϕk : [tk, tk+1] → R eine glatte Funktion, die jedemt ∈ [tk, tk+1] den
positiven Winkel vonXu1 zuc′(t) zuordnet. Analog zum Umlaufsatz in der Ebene gilt dann:

m∑

k=0

[ϕk(tk+1) − ϕk(tk)] +
m∑

k=0

θk = −+2π . (4.172)

Ist nunG ⋐ S ein offenes und zusammenhängendes Gebiet, so heißtP = G einfach,
wennP homeomorph zur EinheitskreisscheibeD, und die GrenzkurveΓ := ∂P = Spur c
stückweise regulär und geschlossen ist.

Definition 4.68 Man sagt, die GrenzeΓ ist (durch c) positiv orientiert , wenn auf jedem
regulären Bogen gilt: Ist{c′(t), c∗(t)} eine positiv orientierte Basis vonTc(t), so zeigtc∗(t)
nach innen (in RichtungP), d.h.

c′(t) ∧ c∗(t)∣∣c′(t)
∣∣∣∣c∗(t)

∣∣ = N(t)

für die FlächennormaleN .

Oderäquivalent: Beim Umlaufen des Gebietes, wenn die FlächennormaleN nach oben
zeigt, liegt das Gebiet auf der linken Seite.

Wir errinern das der Betrag des Vektorproduktes|u ∧ v| den Flächeninhalt des von den
Vektorenu, v ∈ R3 aufgespannten Parallelogramms darstellt (vgl. Lemma 1.27.iii) und ist
das Vektorproduktdσ :=

∣∣d1X ∧ d2X
∣∣ das Volumelement der FlächeS (vgl. (3.70)):

dσ =
∣∣d1X ∧ d2X

∣∣ =
√

detGX du dv ,
∣∣S
∣∣ := FlächeninhaltS =

∫
Ω
dσ =

∫

Ω

√
E G − F 2 du dv . (4.173)
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Satz 4.69 (Gauß–Bonnet; Lokale Version)SeiX : Ω → S ⊂ R3 eine orthogonale
Parametrisierung (alsoF = 0) einer orientierten Fl̈acheS . Es seiΩ diffeomorph zur
Einheitskreisscheibe, undX mit der Orientierung vonS verträglich. Es seiP ⊂ S =
X(Ω) einfach undc : I → S nach Bogenl̈anges ∈ [0, ℓ) parametrisiert. Es sei die Grenze
Γ = ∂P = Spur c durchc positiv orientiert. Dann gilt

m∑

k=0

∫ sk+1

sk

κg(s)ds+

∫

P

Kdσ +
m∑

k=0

θk = 2π , (4.174)

wobeicj = c(sj) undθk, j = 0, . . . , m, die Ecken und die entsprechenden Außenwinkel von
Γ sind;κg ist die geod̈atische Kr̈ummung undK die Gauß’sche Kr̈ummung.

Bevor wir Satz 4.69 beweisen, betrachten wir ein paar Beispiele.

Beispiel 4.70Betrachte ein geod̈atisches Polygon mitm Ecken auf einer regulären Fläche
P ⊂ S ⊂ R3.

S

c1

P

cm

ck
Γ

Fig. 4.7

Jede derm Seiten vonP sei eine Geod̈atische,
K = KS sei die Gauß’sche Krümmung vonS .
Dann gilt

m∑

k=1

βk − (m− 2)π =

∫

P

Kdσ (4.175)

wobeiβ1, . . . , βn die Innenwinkeln des Polyg-
ons sind.
In der Tat: Gilt βk = π − θk, wobei θk der
Außenwinkel mit Vorzeichen ist (vgl. Definition
4.67). Dakg = 0, ist Formel(4.175)ein Spezi-
alfall der Gauß-Bonnet Gleichung(4.174).

i. Die Übertragung des Satzes aus der ebenen Trigonometrie auf Flächen mit verschwin-
dender Gauß’scher KrümmungK ≡ 0 (Zylinder, Kegel):

m∑

k=1

βk = (m− 2)π .

ii. WennK ≡ 1 (z.B. Einheitsspḧare), dann gilt

m∑

k=1

βk − (m− 2)π = |P| = FlächeninhaltP .

Beweis des Satzes 4.69:Es seic = X ◦ ω. Nach Satz 4.65 mit (4.166) gilt

κg(s) =
1

2
√

E G

{
Gu1

dω2

ds
− Eu2

dω1

dt

}
+
dϕk

ds
,
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wobei dieϕk glatte Funktionen sind, die auf[sk, sk+1] den orientierten Winkel vonXu1 nach
c′(s) misst. Es folgt

m∑

k=0

∫ sk+1

sk

κg(s) ds =
m∑

k=0

∫ sk+1

sk

[
Gu1

2
√

E G

dω2

ds
− Eu2

2
√

E G

dω1

ds

]
ds+

m∑

k=0

∫ sk+1

sk

dϕk

ds
ds

=
m∑

k=0

∫ sk+1

sk

[
Gu1

2
√

E G
N1 +

Eu2

2
√

E G
N2

]
ds+

m∑

k=0

∫ sk+1

sk

dϕk

ds
ds ,

daN(s) =
(
N1(s), N2(s)

)⊤
=
(
(ω2(s))′,−(ω1(s))′

)⊤
(orthogonal zu dem Tangentenvek-

tor ω(s) =
(
(ω1(s))′, (ω2(s))′

)⊤
). Anwendung des Gauß’schen Satzes in der Ebene (Diver-

genzsatz; vgl. (4.118)), der Formel für die Gauß’sche Krümmung (4.73), des Umlaufssatzes
(4.172) liefern:

m∑

k=0

∫ sk+1

sk

κg(s) ds =

∫

X−1(P)

[(
Gu1

2
√

E G

)

u1

+

(
Eu2

2
√

E G

)

u2

]
du1 du2

+

m∑

k=0

[
ϕ(sk+1) − ϕ(sk)

]
= −

∫

X−1(P)

K
√

E G du1 du2 + 2π −
m∑

k=0

θk

= −
∫

P

K dσ + 2π −
m∑

k=0

θk ,

da die Kurve positiv orientiert ist. Es folgt (4.174).

Definition 4.71 S ⊂ R
3 sei eine regul̈are Fläche,G ⊂ S ein Gebiet. Eine geschlossene

FlächeP = G heißtregulär wenn gilt:

i. P ist kompakt;

ii. Die Grenze∂P zerf̈allt in eine endliche Vereinigung von einfach geschlossenen, sẗuck-
weise regul̈aren Kurven:∂P =

⋃ℓ
j=1 Spur cj, wobeiSpur cj

⋂
Spur ck = ∅ für alle

j 6= k.

Definition 4.72 R ⊂ S regulär, T =
{
Tj

}n

j=1
heißtTriangulierung vonP wenn:

i. Tk Dreieck,
⋃n

j=1 Tk = P;

ii. EntwederTj

⋂
Tk = ∅ oderTj

⋂
Tk 6= ∅ und dann istTj

⋂
Tk die gemeinsame Kante

oder die gemeinsame Ecke vonTj , Tk.

Es folgt ein technischer Satz, der hier ohne Beweis angeführt ist:

Satz 4.73Zu jedem regul̈aren abgeschlossenen GebietP ⊂ S einer regul̈aren Fläche
existiert eine Triangulierung.
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regulär regulär Nicht regulär

Fig. 4.8

Definition 4.74 T sei eine Triangulierung vonP und es bezeichne:E die Anzahl der
Ecken,K die Anzahl der Kanten,F die Anzahl der Dreiecke. Dann heißt der ganzzahlige
Wert

χ(P) := E −K + F , (4.176)

Euler-Poincaré Charakteristik vonP.

Satz 4.75Die Euler-Poincaré Charakteristik vonP ist unabḧangig von der Triangulie-
rungT .

Definition 4.76 S ⊂ R3 kompakt und zusammenhängend. Die ganze Zahl

g = 1 − 1

2
χ(S ) ,

heißtGeschlecht vonS , wobeiχ(S ) Euler-Poincaŕe Charakteristik ist.

Beispiel 4.77χ(einfach) = 1, χ(S 2) = 2, χ(Torus) = 0.

Eine SpḧareSg mit g “Henkeln” hat Geschlechtg und die Euler-Poincaŕe Charakteristik
ergibt sich zuχ(Sg) = 2 − 2g.

Nächste Satz ist eineKlassifikation kompakter zusammenḧangender Fl̈achen inR3

und wird ohne Beweis angeführt.
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Theorem 4.78 Ist S ⊂ R3 eine kompakte zusammenhängende geschlossene Fläche, dann
nimmt die Euler-Poincaŕe Charakteristik einen der folgenden Werte an

χ(S ) = 2, 0,−2, . . . ,−2k .

Kompakte zusammenhängende Fl̈achenS undS̃ in R3 mit gleichem Geschlechtg(S ) =

g(S̃ ) (mit gleiche Euler-Poincaŕe Charakteristikχ(S ) = χ(S̃ )) sind homeomorph.

Korollar 4.79 Es existieren nur f̈unf regul̈are konvexe Polyeder: die Platonischen Körpern.

Beweis. Pn,m ist ein konvexer Polyeder: Jede Fläche ist ein reguläresn-Eck und es gibt jem
Flächen pro Ecke. Dann gilt

nF = mE = 2K , m ≥ 3 , n ≥ 3 .

Von Theorem 4.78 und Beispiel 4.77 folgt:

χ(Pn,m) = χ(S 2) = 2 = E −K + F

und schließlich,

12 = 6χ(Pn,m) = 6(E −K + F ) ≤ 2mE − 3nF + 6F = F (6 − 3n+ 2n) = F (6 − n)

=⇒ n ≤ 6 − 12

F
,

d.h.3 ≤ n ≤ 5.

Bemerkung 4.80 (Technisch).SeiS eine regul̈are orientierte Fl̈ache,
{
Xα

}
α∈A

eine Fa-
milie von orientierungstreuen Parametrisierungen vonS und seiR ⊂ S regulär.

Es existiert eine TriangulierungT vonR in der jedes Dreieck vonT in einer Koordi-
natenumgebung der

{
Xα

}
α∈A

enthalten ist.

Ist jedes Dreieck positiv orientiert, so haben aneinandergrenzende Dreiecke an der ge-
meinsamen Kante verschiedene Orientierung.

Erinnerung: Es seiP ⊂ S regulär,T =
{
Tk

}n

k=1
Triangulierung vonP, Tk ⊂

Xα(k)

(
Uα(k)

)
, f stetig aufP. Dann folgt aus der Flächeninhaltsformel (4.173)

∫

P

F dσ =
n∑

k=1

∫

X−1(Tk)

ϕkf ◦Xα(k)

√
E G − F 2 du dv , (4.177)

wobeiF = f ◦Xα(k) und
{
ϕk

}n

k=1
Zerlegung der Einz ist.
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Satz 4.81 (Gauß–Bonnet; Globale Version)Es seiS eine orientierte Fl̈ache,P ⊂ S

regulär, ∂P =
⋃ℓ

j=1 Spur cj, jede Kurvec1 . . . , cℓ sei positiv orientiert.

Es seien
{
θj

k

}pk

j=1
die Außenwinkel der Kurveck, k = 1, . . . , ℓ. Dann gilt

ℓ∑

k=1

∫

ck

κg(s) ds+

∫

P

Kdσ +
ℓ∑

k=1

pk∑

j=1

θj
k = 2πχ(P) . (4.178)

Beweis:SeiT Triangulierung vonP, Tk ⊂ Xk(Uk), Xk eine orientierungstreue, orthogo-
nale Parametrisierung vonS . Von Satz 4.69 (Gauß-Bonnet, Lokale Version)

ℓ∑

k=1

∫

ck

κg(s) ds+

∫

P

Kdσ +
F∑

k=1

3∑

j=1

θj
k = 2πF , (4.179)

da die Integrale auf allen “inneren” Kanten zweimal mit entgegengesetzter Orientierung vor-
kommen, heben sie sich auf. Hier bezeichnet:F die Zahl der Dreiecke (vonT ) und

{
θj

k

}3

j=1

die Außenwinkel vonTk. DaTk positiv orientiert ist,θj
k ∈ (0, π] undπ − θj

k = βk, wobei
βj

k ∈ [0, π) Innenwinkel vonTk bezeichnet. Es folgt

F∑

k=1

3∑

j=1

θj
k =

F∑

k=1

3∑

j=1

π −
F∑

k=1

3∑

j=1

βj
k = 3πF −

F∑

k=1

3∑

j=1

βj
k . (4.180)

Setze: Ka die Zahl der äußen (Grenz-) Kanten vonT ,

Ki die Zahl der inneren Kanten vonT ,

Ea die Zahl der äußen Grenz-) Ecken vonT ,

Ei die Zahl der inneren Ecken vonT .

Da jede Kurveck geschlossen ist, folgt

Fig. 4.9

Ka = Ea .

Außerdem ist3F = 2Ki +Ka (beweisbar mit Induk-
tion). Deshalb gilt mit (4.180)

F∑

k=1

3∑

j=1

θj
k = 2πKi + πKa −

F∑

k=1

3∑

j=1

βj
k . (4.181)

Für alle äußeren Ecken

Ea = Eac + Eaτ ,

wobei Eac die Anzahl der Ecken aller Kurven
c1, . . . , cℓ ist undEaτ die Anzahl der wegen Trian-
gulierung künstlich eingeführte Ecken bezeichnet.
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Bei einer inneren Ecke gilt andererseits2π=Summe der Innenwinkel (an dieser Ecke) und
für eine “künstliche” Ecke auf einer Kurveck ist π=Summe der Innenwinkel. Aus (4.181)
folgt

F∑

k=1

3∑

j=1

θj
k = 2πKi + πKa − 2πEi − πEaτ −

[
πEac −

ℓ∑

k=ℓ

pk∑

j=1

θj
k

]

= 2πKi + 2πKa − 2πEi − πEa − πEaτ − πEac +

ℓ∑

k=ℓ

pk∑

j=1

θj
k

= 2πK − 2πE +

ℓ∑

k=ℓ

pk∑

j=1

θj
k‘

daKa = Ea und (4.179) liefert

ℓ∑

k=1

∫

ck

κg(s) ds+

∫

P

Kdσ +
ℓ∑

k=1

pk∑

j=1

θj
k = 2π(E −K + F ) = 2πχ(P) .

Der nächste Satz verknüpft die Totalkrümmung (metrische Größe) mit der Euler-Poincaré
Charakteristik (topologische Invariante):

Korollar 4.82 Ist S kompakt und orientierbar, so gilt
∫

S

Kdσ = 2πχ(S ) . (4.182)

Beweis:Da S kein Rand und keine Ecken hat, verschwinden in der Gauß-Bonnet Formel
(4.178) die Summanden mitkg umdθk und wir bekommen (4.182).

Korollar 4.83 S kompakt,K ≥ 0, K 6≡ 0 dann istS isomorph zur EinheitspḧareS 2 ⊂
R3.

Beweis: DaK ≥ 0, K 6≡ 0 folgt χ(S ) > 0 (vgl. (4.182)) undχ(S ) = 2 (vgl. Theorem
4.78). DannS ∼= S 2.

Korollar 4.84 Es seiS orientierbar undK ≤ 0. Dann gilt: Beginnen zwei Geodätische in
einem Punktp ∈ S , so k̈onnen sie sich nicht in einem Punktq wieder treffen, so dass ihre
Spuren den Rand eines einfachen GebietsG bilden.

Beweis: P = G einfach,cj = γj, j = 1, 2, Geodätischekg = 0, dann
∫

P

Kdσ + θ1 + θ2 = 2πχ(P) = 2π

(vgl. (4.178)), wobeiθ1 ≥ 0, θ2 ≥ 0 die Außenwinkel inp und q bezeichnen. Daθj < π
(Eindeutigkeit der Geodätischen) undK ≤ 0, erhalten wir einen Widerspruch.
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Korollar 4.85 SeiS kompakt und zusammenhängend,K > 0; γ1, γ2 zwei einfach geschlos-
sene Geod̈atische. DannSpur γ1

⋂
Spur γ2 6= ∅.

Beweis: DaK > 0, folgt S ∼= S 2. FallsSpur γ1

⋂
Spur γ2 = ∅, soSpur γ1

⋂
Spur γ2 =

∂G für GebietG ⊂ S ,G ∼= Zylinder. Gauß-Bonnet Satz sichert

0 <

∫

P

Kdσ = 2πχ(Zylinder) = 0 .

Dieser Widerspruch beweist die Behauptung.

Korollar 4.86 S kompakt,S 6∼= S 2. Dann gibt es elliptische, parabolische und hyperbo-
lische Punkte aufS .

Beweis: Der Gauß-Bonnet Satz fordert
∫

S

Kdσ ≤ 0 . (4.183)

Andererseits gibt es elliptische Punkte, daS kompakt ist; also nach (4.183) auch Punkte mit
K < 0 (hyperbolisch), und nach dem Zwischenwertsatz auch parabolische Punkte (K = 0).

Korollar 4.87 SeiS kompakt und zusammenhängend,K ≡ c sichertK = c > 0 und
S ∼= S 2.

Korollar 4.88 Starrheitssatz.

i. S ⊂ R3 kompakt und zusammenhängend,K ≡ c sichertS ist Einheitssp̈are.

ii. S nicht kompakt,K ≡ 0 sichertS ist Ebene oder Zylinder.

iii. S nicht kompakt,K < 0 ist unm̈oglich (Hilbert!).

ÜBUNGEN

Übung 4.1 Es seienS1,S2 undS3 reguläre Flächen. Beweisen Sie:

1. Istϕ : S1 → S2 eine Isometrie, so istϕ−1 : S2 → S1 auch eine Isometrie.

2. Sindϕ : S1 → S2 undψ : S2 → S3 Isometrien, so istψ ◦ ϕ : S1 → S3 eine
Isometrie.

Das impliziert, dass die Isometrien einer regulären Fläche in naẗurlicher Weise eine Gruppe
bilden, die Isometriegruppe vonS .
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Übung 4.2 Betrachten Sie aufU = (0, π) × (0, 2π) die folgende Parametrisierung der
EinheitsspḧareS 2:

X : U → S
2 , X(θ, ϕ) := (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)⊤ .

Es seiu = ϕ undv = log tan

(
θ

2

)
.

1. Zeigen Sie:

Y (u, v) :=
( 1

cosh v
cos u,

1

cosh v
sin u, tanh v

)⊤

ist eine Parametrisierung vonX(U) ⊂ S 2.

2. Berechnen Sie die Koeffizienten der ersten Fundamentalform vonY .

3. Zeigen Sie:
Y −1 : S

2 ⊃ X(U) → Bild Y −1 ⊂ R
2

ist eine konforme Abbildung. Diese Abbildung heißt Mercator-Projektion (Weltkarte
1569).

4. Was ist das Bild der Meridiane bzw. der Breitenkreise?

Übung 4.3 Es seiS eine Rotationsfl̈ache. Zeigen Sie, dass die Rotationen um ihre Achse
Isometrien vonS sind.

Übung 4.4 Zeigen Sie: Die Fl̈achen

X(u, v) = (u cos v, u sin v, log u)

X(u, v) = (u cos v, u sin v, v)

haben dieselbe Gaußsche Krümmung in den PunktenX(u, v) undX(u, v), die Abbildung
X ◦X−1 ist aber keine Isometrie.

Übung 4.5 IstX eine isotherme Parametrisierung, d.h.E = G = λ2(u, v) undF = 0, so
zeigen Sie

K = −△(log λ)

λ2
.

Ist E = G = (u2 + v2 + c)−2 undF = 0, so schließen SieK =const= 4c.

Übung 4.6 Zeigen Sie:

1. Die Christoffel-Symbole der zweiten Art sind symmetrisch bez̈uglich ihrer unteren In-
dizes. Was bedeutet das für die Mainardi-Codazzi-Gleichungen?
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2. Ist F = 0 = M , und gibt es keine Nabelpunkte, so werden die Mainardi-Codazzi-
Gleichungen zu:

Lv = EvH,

Nu = GuH.

Übung 4.7 Betrachten Sie die stereographische Projektionπ : S 2 \ {N} → R2, die einen
Punktp = (x, y, z) der SpḧareS 2 ohne den NordpolN = (0, 0, 2) auf den Schnittpunkt der
(x, y)-Ebene mit der Geraden abbildet, dieN undp verbindet (siehëUbung 3.2).

1. Benutzen Sie die stereographische Projektion um zu zeigen daß die Sp̈are lokal kon-
form zur Ebene ist.

2. Warum ist die Sp̈are lokal konform zur Ebene und nicht global?

Übung 4.8 Beweise das Isometrien einer reguläre Fläche in naẗurlicher weise eine Gruppe
bilden: Für reguläre FlächenS1, S2 und S3 ist die Inverseϕ−1 : S2 → S1 von die
Isometrieϕ : S1 → S2 und die Kompositionψ ◦ ϕ : S1 → S3 von die Isometrienϕ und
ψ : S2 → S3 auch Isometrien.

Übung 4.9 Zeigen Sie das Rotationen um eigene Achse von Rotationsfläche Isometrien sind.
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