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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК

В МОСКОВСКОМ МАТЕМАТИЧЕСКОМ ОБЩЕСТВЕ

СООБЩЕНИЯ МОСКОВСКОГО МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБЩЕСТВА

Кольца K-теорий Моравы модулярных
групп в терминах классов Чженя

М. Бакурадзе

В настоящей работе, используя формулы из [1], [2] для трансфера [3], [4] от классов
Чженя, мы даем явное описание в терминах классов Чженя колец K-теории Моравы
K(s)∗(BG) в случае модулярных групп. Для диэдральных и полудиэдральных групп,
а также обобщенных групп кватернионов эта задача рассмотрена в [5].

В [6], [7] показано, что кольца K(s)∗(BG) порождены, как модули над K(s)∗(pt),
классами Чженя комплексных векторных расслоений. В этих работах мультипли-
кативная структура была описана только по модулю некоторого идеала. Вычисле-
ние кольцевой структуры в [8], [9] было дано в терминах образующих, отличных от
классов Чженя, причем явное описание этих образующих отсутствует. Отметим так-
же работу [10], в которой вычислена эйлерова характеристика dim K(s)even(BG) −
dim K(s)odd(BG) на основе так называемых HKR-характеров.

Для многих конечных p-групп кольцо K-теории Моравы порождается образами
классов Чженя при трансфере (в общем случае это неверно, см. [11]). Пусть Gpm+2 =

〈a, b | apm+1
= bp = 1, bab−1 = apm+1〉, m > 1. Эта группа называется модулярной

группой Mpm+2 при p > 3 и квазидиэдральной группой QD2m+2 при p = 2, m > 3.
Группа Gpm+2 является полупрямым произведением Z/pm+1 o Z/p, и имеется точ-
ная последовательность 1 → Z/pm+1 → Gpm+2 → Z/p → 1, где Z/pm+1 = 〈a〉 и
Z/p = 〈b〉. Для канонического комплексного одномерного расслоения ξ → BZ/pm+1

и его первого класса Чженя u положим b(ξ) = ξ⊗
1+pm

и b(u) = [1 + pm](u). Пусть
ξπ → BGpm+2 есть p-мерное расслоение, полученное как трансфер от ξ [12], [13];
ci = ci(ξπ), i = 1, . . . , p − 1, – классы Чженя; и пусть c = c1(θ) – классы Чже-
ня одномерного комплексного расслоения, индуцированного при помощи проекции
Gpm+2 → Z/p. Тогда, согласно [6], [14],

K(s)∗(BGpm+2) = K(s)∗[c, c1, . . . , cp]/соотношения. (1)

В [1], [2] мы ввели и вычислили многочлены Ai от двух переменных, Ai(z
p−1, Z) ∈

K(s)∗[z, Z]/[p]F (z), i = 1, . . . , p − 1, однозначно определяемые следующими уравне-
ниями. Для формальной группы Хонда F [15] и k-й элементарной симметрической
функции положим σk = σk(y, F (y, z), . . . , F (y, (p− 1)z)), k = 1, . . . , p. Тогда

σi = Ai(z
p−1, σp) + p−1

 
p

i

!
yizps−1.

При p = 2 мы имеем A1(z, Z) = z + vs

Ps−1
i=1 z2s−2i

Z2i−1
.
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Теорема 1. K(s)∗(BGpm+2) ∼= K(s)∗[c, c1, . . . , cp]/R, а идеал R порождается эле-
ментами

cps

, xps

, cc∗i , xc∗∗i , c∗i c∗∗j , i + j 6= p− 1, c∗i c∗∗p−1−i − p−2

 
p

i

! 
p

i + 1

!
vsx

ps−1cp−1,

где

x = v(pms−1)/(ps−1)
s cpms−1

p , c∗i = ci −Ai(c
p−1, cp), c∗∗i = ci −Ai(x

p−1, cp).

Следствие 2. а) K(s)∗(BQD2m+2) ∼= K(s)∗[c, c1, c2]/(c2s

, x2s

, cc∗1, xc∗∗1 , c∗1c
∗∗
1 ), где

x = v
(2ms−1)/(2s−1)
s c2ms−1

2 , c∗1 = c1 + c + vs

Ps−1
i=1 c2s−2i

c2i−1

2 и c∗∗1 = c1 + x +

vs

Ps−1
i=1 x2s−2i

c2i−1

2 ;
б) c2x = cx2 ; c2

1 = c2 + x2 + cx + v2
s(cxc2)

2s−1
.

Более того, K(s)∗-базис для K(s)∗(BGpm+2) состоит из элементов c1, . . . , cp−1; ci
p,

i = 1, . . . , p(m+1)s−1−1; ckcj
p, k = 1, . . . , p−1, j = 1, . . . , pms−1−1; clcm

p , l = 1, . . . , ps−1,
m = 0, 1, . . . , pms−1 − 1; cncq

p, n = 1, . . . , p − 1, q = pms−1, . . . , p(m+1)s−1 − 1. Из соот-
ношений cc∗p−1 = 0 и xc∗∗p−1 = 0 вытекает cpx = cxp. Тогда для i, j = 1, . . . , p − 1

соотношения cc∗i = 0, xc∗∗i = 0 и c∗i c∗∗p−1−i = p−2
`

p
i

´`
p

p−1−i

´
vsx

ps−1cp−1, c∗i c∗∗j = 0 при

j 6= p− 1− i дают базисные выражения для cci, cic
pms−1

p и cicj соответственно. Ранг
K(s)∗(BGpm+2) как свободного K(s)∗-модуля равен pms−1(ps+1 + ps − 1): центр по-
рядка pm с функцией Мёбиуса −p содержится в p + 1 абелевой подгруппе порядка
pm+1 с функцией Мёбиуса 1. Тогда из (1) и сравнения рангов вытекает, что система
соотношения является полной.
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