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§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

1.1 . Постановка задачи и основные обозначения. На отрезке [а, Ь] рассмотрим функ
ционально-дифференциальное уравнение 

«"(«) = /(«)(*) (1.1) 

с краевыми условиями 
и(а) = О, и(Ь) = 0. (1.2) 

Задаче (1.1), (1.2) посвящена обширная литература (см. [1-8] и приведенную там библио
графию). Однако с достаточной полнотой она изучена лишь в случае, когда f(u)(t) = 
= fo(t,u(t),uf(t)) (см., например, [9-13]). 

В настоящей работе получены в некотором смысле оптимальные эффективные достаточные 
условия разрешимости задачи (1.1), (1.2). При этом используется метод априорных оценок и 
ограничения, наложенные на оператор / , носят односторонний характер. Отдельное внимание 
уделяется случаю, когда (1.1) - уравнение с отклоняющимся аргументом или обыкновенное 
дифференциальное уравнение. 

Будем использовать следующие обозначения: R = ] — ос, +оо[; R+ — [0, +оо[; С ([а, Ь]; R) -
пространство непрерывных функций и : [a, b] —> R с нормой \\и\\с — max{|ii(£)| : а < t < b}; 
С"([а, Ь]; R) - пространство функций и : [а, Ь] —> i?, непрерывных вместе со своей первой про
изводной, с нормой \\и\\с* = \\и\\с + ll^'llc; Cr([a,b];R) - множество функций и : [а, Ь) -> Л, 
абсолютно непрерывных вместе со своей первой производной; L([a, Ь]; R) - пространство функ
ций q : [a, 6] —>• i?, суммируемых на [а,Ь] в смысле Лебега с нормой \\q\\b — \q{s)\ds. Для 
любого х е R [х]+ = (|х| + ж)/2, = (|а;| - х)/2. 

Всюду в дальнейшем предполагается, что / : C"([a, b];i?) L([a, 6];Л) является непре
рывным оператором, удовлетворяющим условию sup{|/(x)(-) | : \\x\\cf < г} Е L([a, Ь]; Д + ) при 
г > 0. Под решением задачи (1.1), (1.2) понимаем функцию и Е С"([а, Ь]; i?), удовлетворяю
щую условиям (1.2) и почти всюду на [a,Ь] уравнению (1.1). 

Определение 1 .1 . Оператор р : C([a,b];i?) —> L([a, Ь];Д) принадлежит множеству Раь, 
если он линейный и для любой функции х Е С([а, fe];i?+) почти всюду на [а, 6] выполняется 
неравенство p(x)(t) > 0. 

Определение 1.2. Пусть А С [a, Ь] - непустое множество. Оператор £ : С([а, 6];Д) —> 
—> L([a,6];i?) принадлежит множеству ^ а ^(Л) , если для любой функции х Е С([а, 6]; i?), 
удовлетворяющей условию х(£) = 0 при t £ А, почти всюду на [а, Ь] выполняется равенство 
p(s)(t) = 0 . 

Замечание 1 .1 . Пусть А С [а, 6] - непустое множество и £(x)(t) — p(t)x(r(t)), где 
р Е L([a, Ь];Д), г : [a, Ь] -> [а, 6] - измеримая функция. Пусть, кроме того, либо т(£) Е Л 
при a < t < 6, либо р(£) — 0 при т(£) Е [а, 6] \ Л. Тогда имеет место включение £ Е Каь(А). 
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Определение 1.3. Функция ту : Дх Д + -> Д+ принадлежит множеству М а ь , если г)(-,г) G 
G £([а, Ь]; Д+) при г G Д+, 7/(£, •) не убывает при почти всех t G [а, Ь] и 

6 

lim - Г r){s,r)ds = 0. (1.3) 
г—>+оо г J 

а 

1.2. Формулировка основных результатов. Для любого непустого множества А С R 
положим рл(*) = inf{|t - s\ : 5 G А } , <7а(£) = рл(^) + PA(t + (Ь - а)/2). 

Теорема 1.1. Пусть существуют операторы 

до : С"([а, 6]; Д) -> £([а, 6]; Д), Ро : С"([а, Ь]; Д) х С([а, 6]; Д) -> £([а, Ь]; Д) 

функции р,д G &]; г/ G Ма& такие, что для любого х G С"([а, Ь]; Д) почти всюду 
на [а, 6] соблюдаются условия 

(f(x)(t) -p0(x,x)(t) -g0(x)(t)x'(t))Signx(t) > -V(t,\\x\\c>), (1.4) 

\go(x)(t)\ < g(t), Po(x,l)(t) <P(t). (1.5) 

Пусть, кроме того, 

Ро(хг)еРаьПКаь(А) при х G С'([а, Ь]; Д), (1.6) 

где А С [а, 6] - непустое множество и 

2 ь ь 
1 ~ 4 ( ^ Г ^ ) ) jP(s)ds < ] ~ ~ ехР^-\ f 9(s)ds^, где S = mm^aA(t) : а < t < 

а а 
(1.7) 

Тогда задача (1.1), (1.2) разрешима. 
Замечание 1.2. В случаях, когда множество А С [а, 6] имеет некоторые конкретные виды, 

вычислять минимум функции о А несложно. Например, если а,/3 G [а, Ь], а < /3, и А = [а,/3] 
(А = [a, a] U [/?, 6]), то «5 = [(Ь - а)/2 - (/9 - а)]+ (5 = [(6 - а)/2 - (/3 - а)]_). 

Замечание 1.3. В работе [8] построен пример, показывающий оптимальность условия (1.7) 
в том смысле, что его нельзя заменить условием 

- 4 ( б ^ ) ) /p{s)ds < е х р Н / 9 { s ) d s l 
а а 

какой бы малой ни была постоянная е > 0. 
Рассмотрим случай, когда уравнение (1.1) имеет вид 

u"(t)=£(u)(t) + Mu)(t), (1.8) 

где оператор £ : С([а,6];Д) —>> L([a,Ь];Д) линейный неотрицательный, а / i : С" ([а,Ь];Д) —>-
н> £([а,6];Д) - непрерывный оператор такой, что sup{|/i(rr)(-) | : \\х\\с < г} G L([a,6]; Д+) 
при г > 0. 

Следствие 1.1. Пусть г] G Ма& и для любого х G С"([а,6];Д) почти всюду на [а,6] 
выполняется условие 

/i(я)(t) signet) > -»?(<, ||ж||с0- (1-9) 

Пусть, кроме того, существуют непустое множество А С [а, Ь] постоянная d > 16 
такие, что 

eePabnKab(A), ( l . i o ) 
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Ь 

J l{l){s)ds<r^-a, (1.11) 
а 

U 

2 " 1 ( 6 - а ) л / 1 - 16/d < aA(t) при a<t< (Ь + о)/2. (1.12) 

Тогда задача (1.8), (1.2) разрешима. 
В качестве примера рассмотрим дифференциальное уравнение с отклоняющимися аргу

ментами 
u , ,(t) = р ( « , и ( т 0 ( « ) ) У ( ^ (1.13) 

и обыкновенное дифференциальное уравнение 

u"{t) = p(t, г/(*)И*) + g o ( t , "(t) V («)), (1.14) 

где p : [a, b] x Д 2 —> Д, g : [a, 6] x Д 3 4 й и g o : K ^ ] x ^ 2 - > ^ удовлетворяют локальным 
условиям Каратеодори, а т, т^,/^ : [а, Ь] —> [а, 6] (г = 0,1) - измеримые функции. 

Следствие 1.2. Пусть r\ Е Ма&, р Е L([a, Ь]; Д+) п для любых х\,х2,х?> Е Д почти всюду 
на [а, Ь] выполняются условия 

q(t,xi,x2,xs) signal > -т?(£, |zi | + |ж 3|), (1.15) 

0 < p ( t , * i , s 2 ) <p( t ) . (1.16) 

Пусть, кроме того, существует непустое множество А С [а, 6] такое, что 

2 6 

(Х-4(^) ) j P { s ) d S < v h i ' S = m i n { ^ ( t ) : a < t < b - ^ ^ (1.17) 
а 

u лглбо r(t) Е А при a <t < Ь, лг^о р(£, # ь # 2 ) = 0 r M £ для любых х\,х2 Е Д. 
Тогда задача (1.13), (1.2) разрешима. 

Следствие 1.3. Пусть г/ Е Маь, р Е Z,([a, ft]; Д+) ^ для любых х\^х2 Е Д почти всюду 
на [а, 6] выполняются условия (1.16) и 

q0(t,хиХ2) signal > -r/(t, + |я 2 |)- (1.18) 

Пусть, кроме того, существует непустое множество А С [а, 6] такое, что выполняется 
условие (1.17) и p(t,x\,x2) — 0 пргд t Е [a, ft] \ Л для любых х\:х2 Е Д. Тогда задача (1.Ц), 
(1.2) разрешима. 

§ 2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

2.1. Вспомогательные неравенства. 

Лемма 2.1. Функции рА: СТА Д —> Д+ непрерывны и 

p A ( t ) = p A ( t ) при £ЕД, (2.1) 

где А - замыкание множества А. 
Доказательство. Так как Л С Л, ясно, что 

Рд(<) < PA(t) при t Е Д. (2.2) 

Пусть to е R - любая точка, тогда pA(to) < \to — s\ при s Е Л. Далее, пусть so Е Л и 
последовательность s n Е Л (n Е ЛГ) такая, что lim s n = so- В этом случае pA(to) < 
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< lim I to — s n | = I to — «о I, т.е. p i ( t ) > PA(t) при t G R. Из последнего неравенства и (2.2) 
n-»+oo 

следует равенство (2.1). 
Для любых s G A, ti , t 2 G Д справедливо неравенство ||*2 — s| — |s — *i|| < |*2 — t\\. Далее, 

ясно, что рА(и) < \U - s \ < |t2 + |*3—i - s\ (г = 1,2). Тогда рл(^) - |*2 - *11 < PA(<3-t), в 
силу чего получим неравенство | p A ( t 2 ) — pa(^i)I < |t2 —ti|, т.е. р л , а значит, и а д непрерывны. 
Лемма доказана. 

Лемма 2.2. Пусть А С [ а , Ь] - непустое множество и точка с G ] a , f e [ такая, что 

An [а,с] ^ 0 , А п [ с , 6 ] ^ 0 . (2.3) 

Тогда справедлива оценка 

( с - а ) ( Ь - с ) У ~ 8(6-а) 

где Ас — А Г) [а, с], В с = i П [с, Ь] и <5 такое, как в формуле (1.7). 
Доказательство. Пусть 

on = р А ( { а + с)/2), (72 = рл((с + 6)/2), (2.5) 

тогда из определения 6 ясно, что ai + о2 > 5. 
Рассмотрим два возможных случая m a x j a i , ^ } > <5, m a x { < 7 i , < 7 2 } < S. Из (2.3) и (2.5) 

следуют равенства m a x { ( c — * i ) ( t i — а) : t\ G Ас} = (с — ^ ) ( ^ — a ) , m a x { ( 6 — t 2 ) ( t 2 — с) : 
t2 £ ^ с } = (Ь — *г)(*2 ~~ с)> г Д е *i = (а + с)/2 —ai, t'2 = (с + 6)/2 — сг2- Поэтому в силу известного 
числового неравенства 

did2 < № + d 2 ) 2 / 4 , (2.6) 

получим 

(с - *!)(*! - а)(Ь - t 2 )(t 2 - с) ^ 1 / 2

 < / с - а _ 1 / 2 / 6 - - С _ _ а ^ \ 1 / 2

 < 

(с-а)(Ь-с) ) ~ \ 4 с-а) \ 4 

< - — L _ _ ^ _ П р И * l G A c , t 2 GJ3 c . (2.7) 
2 \ 4 с ^- а о — с) 

Сначала допустим, что т а х { с г 1 , с г 2 } > S. Тогда 

b-а о\ а*2 < b — a (max{ai ,а 2 }) 2 ^ (b — а)2 — А62 

4 с-а Ь-с~ 4 6 - а ~ 4(6 - а) ' 

откуда вместе с (2.7) вытекает справедливость неравенства (2.4). Пусть теперь соблюдается 
max{<7i ,cr 2} < 6. Тогда из леммы 2.1 следует существование а,/3 G А таких, что 

рА((а + с)/2) = \(а + с)/2-а\, рА((с + Ь)/2) = |(с + 6)/2 - /?|. (2.8) 

Отсюда с учетом (2.5) вытекает, что 

(6 - а ) / 4 - а?/(с - а) - а 2 / (6 - с) = b - а - (/3 - а) - 77(c) , (2.9) 

где rj(t) = (а — a) 2 / ( t — а )+ (6 — /3)2/(Ь — t) при а < t < Ь. Нетрудно проверить, что 77 достигает 
своего минимума на интервале ]а,Ь[ в точке to — ((а — a)b-\- (b — /3)а) / (b — а — (/3 — а)). С учетом 
этого получим оценку 

6 - a - (/3 - a) - 77(c) < (6 - а - {/3 - а))(/3 - а)/{Ъ - а). (2.10) 

Пусть теперь 

а = min{cri, сг 2}. (2-П) 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 41 № 10 2005 
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Тогда из (2.5) и (2.8) следует, что справедливо одно из следующих неравенств: 

а<{а + с)/2-а (2Л2 Х) 

а также одно из неравенств 

или 

или 

а > (а + с)/2 + <т, (2.122) 

Р> (с + Ь)/2 + а (2.130 
0 < ( с + Ь ) / 2 - а . (2.132) 

Допустим, выполняется неравенство (2.12i). Покажем, что тогда справедливо неравен
ство (2.13i). Действительно, если допустим противное, что выполняется неравенство (2.132), 
с учетом (2.8), (2.12i), получим, что рл((а + с)/2 - а) < (а + с)/2 - а - а = рл{{а + с)/2) - ст, 
рл{{с + Ь)/2 - а) < (с + Ъ)/2 - о - /3 = рА((с + Ь)/2) - а. Отсюда в силу (2.5) и (2.11) следует 
оценка сгд((а + с)/2 — а) < (а\ — а) + (а2 — а) = max{ai,<7 2} — а, которая ввиду неравенства 
max{<7i ,a 2} < 8 противоречит определению 5, т.е. /3 удовлетворяет неравенству (2.13i). Тог
да из (2.5), (2.8) с учетом (2.12i) и (2.13i) получим, что а\ — (а + с)/2 —а, а2 = / 3 - ( с + Ь)/2, 
и, значит, 

/3 - а = <тг + а2 + {Ъ - а)/2. (2.140 

Если теперь допустим, что выполняется неравенство (2.12 2), то аналогично предыдущему 
случаю удостоверимся в справедливости (2.13 2), откуда с учетом (2.5), (2.8) и (2.122) следует 
равенство 

/3 - а = {Ъ - а)/2 - (аг + а2). (2.142) 

Тогда в силу неравенства о\ + а2 > 6 в случае равенств (2.14i) и (2.142) получим, что 

{b-a-tf-<*))— = ^ - ^ < ц ь _ а ) . (2.15) 

Значит, из (2.7), (2.9), (2.10) и (2.15) следует справедливость оценки (2.4) и в случае, когда 
выполняется неравенство ma,x{(Ji,a2} < 5. Лемма доказана. 

Лемма 2.3. Пусть £ G Раъ П Каь(А), где А С [а, Ь] - непустое множество. Тогда для 
любой функции v G С([а, 6];Д) почти всюду на [а, Ь] справедлива оценка 

min{v{s) : s G A}£{l)(t) < £{v)(t) < т а х { ф ) : s G A}£(l){t). 

Доказательство. Пусть a = inf A, /3 = sup А и 

vo(t) 

fv(a) при t G [a, a[, 
v(t) при t E i , 

Н Ш ^ Ш ( * _ | , ( 4 ) ) + ю И 0 ) п р и , € [ e , f l \ 4 

N / 3 ) при iG ]/?,&], 

где /i(f) = min{s E A : t < s}, v(t) = max{s G A : t > s} при a < t < f3. Из этих определений 
ясно, что VQ G C([a,b];R), 

mm{v(s) : s <= А} < vo(t) < max{«(s) : s G А} при a <t <b, (2.16) 

VQ(t) = v{t) при t G A (2.17) 

Ввиду (2.16) получим, что 

min{t>(s) : s G A}£(l)(t) < £(vo)(t) < max{«(s) : s G A}£(l)(t) при a < t < b. (2.18) 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 41 № 10 2005 
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С другой стороны, в силу (2.17) и включения £ Е КаЬ(А) получим £{vo)(t) = £(v)(t) при 
a <t < b . Отсюда и из (2.18) сразу следует справедливость леммы. Лемма доказана. 

Лемма 2.4. Пусть д Е L([a\,а2];R+), #i Е L([ai,a2]; Л) и G - функция Грина задачи 

v"(t) = gi(t)v'(t) при ai<t<a2, v(ai) — 0, f (a 2 ) = 0 (2.19) 

и почти всюду на [ai,a 2] справедливо неравенство 

\gi(t)\<g(t). (2 .20) 

Тогда справедлива оценка 

| G ( M ) I < ^ ^ U x p f / < ? ( £ к ) при (t,s) Е [ a b a 2 ] х [ a b a 2 ] , (2.21) 
a 2 - a i / 

A I 

8 * w ( t > e ) = ( ; e - e \ )

/

( a 2 - * ! n p u 

I (t — ai)(a 2 — 5 ) ггрт s > £. 
Доказательство. Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений (см., напри

мер, [13]) известно, что 

vi{s)v2(t) 
v2(ai) 

(2.22) 
vi(t)v2(s) 

I ~ / У1^) UC> ] ^ 1 — ^ — — <*2, 
A I 

v2(ai) 

exp^— У gi(t;)dt^J при ai < s < t < a 2, 
A I 

s 

exp ( - У giiQdt^J при ai < t < 5 < a 2, 

где ^ (i = 1,2) - решения уравнения v"(t) = gi(t)v'(t) при начальных условиях Ц ; (ai) = j , 
v2\a2) =—j — 0,1) и на [ai,a 2] справедливы оценки 

t t 

( t - a i ) e x p ^ - j[gi(s)].ds^ < {-iy-lvt(t) < (t - аг) exp^ j\g\(s)]+ ds 

Подставив эти оценки в (2.22) с учетом неравенства (2.20), сразу удостоверимся в справедли
вости оценки (2.21). Лемма доказана. 

Лемма 2.5. Пусть А С [a, Ь] - непустое множество и числа b^ci Е [а, Ь] (г = 1,2) 
такие, что Ъ\ < с\ < Ь2 < с 2 , 

A n ] b i , C l [ ^ 0 , А П ] Ь 2 , с 2 [ ^ 0 . (2.23) 

Пусть также g\ Е L([a, &]; Д), Е L([a, Ь]; i?+), выполняется условие (2.20) при t Е [а, 6] 
u Gi (г = 1,2) - функция Грина задачи (2.19) при а\ = bi, а2 — С{. Тогда, если t\ Е A i , 
£2 Е B i , справедлива оценка 

Cl С2 

У |Gi(*i,s)|p(s)<fa J |G 2(t 2,e)|p(e)rfs < / Д (2.24) 
bi ь2 

где Ai = AC\]buci[, Вх = ЛП ]Ь2, с 2 [ , 
6 

" = " 1 6 ( Ь - а Г / p ( 5 ) d S 6 X P { ^ / 5 ( 5 ) d S } ' 

u (5 определяется равенством (1.7). 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 41 № 10 2005 



О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 1359 

Доказательство. Пусть с — (c i+b 2 ) /2 , множества Ас, Вс определены в лемме 2.2. Тогда 
так как А\ С АС1 В\ С Вс ввиду (2.23), выполняются условия (2.3) и для любых t\ Е А с , 
t2 Е Вс справедливы оценки 

(ci -h){h -Ъг) < (c-t^jh-a) {c2-t2)(t2-b2) < {b-t2)(t2-c) 
ci — by ~ с — a ' c2 — b2 ~ b — с 

Отсюда в силу леммы 2.2 при t\ Е А\, t2 Е В\ следует неравенство 

(ci - - h)(c2 - t2)(t2 - Ь2) V / 2 < (ft - а)2 - 4*2 

( c i - 6 i ) ( c 2 - b 2 ) ) ~ 8 ( 6 - a ) 

Из леммы 2.4 при 6$ = ai, с* = a2 в силу (2.21), если t\ € A\, t2 6 B\, получим оценки 

C{ Ci Ci 

J\Gi(tl,s)\p(s)ds < j P(s)dsexp(^j g(s)dsy (2.26*) 
bi bi bi 

Перемножая (2.26i) и (2.262) и учитывая неравенства (2.6) и (2.25), убеждаемся в справед
ливости оценки (2.24). Лемма доказана. 

2.2. Леммы об априорных оценках. 
Лемма 2.6. Пусть А С [а,Ь] - непустое множество, £ Е Раь П Каь(А), д\ Е L([a, 6]; i?), 

д,р Е L([a, 6]; Д+), почти всюду на [а,Ь] выполняются условия (2.20), (1.7) и 

e(W)<p(t). (2-27) 

Тогда найдется постоянная г > 0, зависящая только от функций д, р, такая, что для 
произвольной функции v Е С"([а, 6]; Д), удовлетворяющей неравенству 

(v"(i) -£(v)(t) - g^v'it)) signv(t) > -q(t) при a<t<b (2.28) 

u условиям 
v{a) = 0, v(b) = 0, (2.29) 

где g E £([a, 6]; Д+), справедлива оценка 

M\c < r\\q\\L. (2.30) 

Доказательство. Легко заметить, что из (2.28) следует существование функции q\ Е 
Е L([a, Ь]; Д+) такой, что 

= + gi(t)v'{t) + (qi(t) - q(t)) signet) при a < t < b. (2.31) 

Теперь рассмотрим случай, когда для некоторого а Е {—1,1} 

av(t) > 0 при teA. (2.32) 

Пусть to Е А. Не ограничивая общности, можем считать, что v(to) ф 0. Тогда из (2.29) 
и (2.32) следует существование точек а\ Е [a, £о[, а 2 G ]*о, Ь] таких, что 

v(ai) — 0, v(a2) — 0, сп;(£) > 0 при а\ < t < a 2. (2.33) 

С учетом неположительности функции Грина G задачи (2.19) и (2.33) из (2.31) следует пред
ставление 

\v(t0)\ = a j\G(t0,s)\[(q(s) - 9 l (s ) )s ign«(s) - £(v)(s)]ds. (2.34) 

ai 
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С другой стороны, в силу леммы 2.3 из (2.32) вытекает неравенство 

a£(v)(t)>0 при a<t<b. (2.35) 

Из (2.34) с учетом (2.33), (2.35), неотрицательности функции <?i, оценки (2.21) и произволь
ности to е А получим, что 

K * ) | < r i | M U при teA, (2.36) 

где т\ — 4~l(b — а)е^ь. Пусть теперь функция v на множестве А принимает как отрица
тельные, так и положительные значения. Тогда, если 

v(ti) = min{v(t) : teA}, v{t2) = max{v(t) : teA}, (2.37) 

ясно, что 
v(h) < 0, v(t2) > 0. (2.38) 

Допустим, что t\ < t2 (при t\ > t2 доказательство полностью аналогично). Тогда в силу (2.38) 
существует точка с e]t\,t2[, в которой v(c) = 0, т.е. найдутся bi, С{ (г — 1,2) такие, что 

а < b\ < t\ < с\ < с, с < Ь2 < t2 < с2 < Ь, 
(2.39) 

v(bi) = 0, v(ci) = 0, ( - 1 ) 4 * ) > 0 при Ь{ < t < с{ (i = 1,2). 

С учетом (2.38) и (2.39) из (2.31) следует равенство 

И*01 = / \Gi(U,s)\[(-iy-lt(v)(s)-qi(s) + q(s)}ds, (2.40) 

bi 

где Gi - функция Грина задачи (2.19) при bi = а\, Ci = а 2, г = 1,2. Из (2.40) с уче
том (2.27), (2.37), (2.38), леммы 2.3 и неотрицательности q\ получим оценки 

Сг 

HU)\ < \v(t3-i)\ j \Gl{tl,s)\p(s)ds + rl\\q\\L. (2.410 

bi 

Подставив (2.411) в (2.41 2), затем (2.412) в (2.411) и сложив полученные неравенства, 
придем к оценке 

Ci С 2 

(K*i)l + K < 2 ) | ) ( l - j \G1(t1,s)\p(s)ds J \G2(t2,s)\p(s)dsj < r 2 , (2.42) 
b\ b2 

где r'2 — r\(2+r\ faP{s) ds)\\q\\L- Теперь заметив, что в силу условий (2.37), (2.39) выполняются 
все требования леммы 2.5, оценка (2.42) с учетом (2.24) запишется в виде 

(KtOI + H * 2 ) | ) ( l - V ) < г 2 . (2.43) 

Поскольку в силу условия (1.7) (л < 1, с учетом (2.37) из (2.43) получим, что 

\v(t)\ <r2\\q\\L при teA, (2.44) 

где r 2 — гf

2/(l — р?). С другой стороны, легко заметить, что из (2.28) следует неравенство 

t t 

^ ( V ( £ ) e x p j - j g i ( 3 ) r f 5 J ^ s i g n v ( t ) > - ( £ ( H ) ( t ) + g ( * ) ) e x p | - J gi(s)ds^ при a < t < b. 

a a 

(2.45) 
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Пусть теперь точка £3 Е]а, Ь[ такая, что и(<з)г/(*з) ф 0. Тогда, если v(ts)vf(ts) > 0 
(v(t^)vf(ts) < 0), в силу условий (2.29) найдется £4 Е]£з,Ь] (£4 Е [а,*з[) такая, что ^/(£4) = 0 
и v'(t) signt>(£) > 0 при £3 < £ < £4 (г/(£) signi>(£) < 0 при £4 < £ < £3). Интегрируя нера
венство (2.45) от £3 до £4 (от £4 до £ 3 ) с учетом последнего неравенства и (2.20), в силу 
определения £3 и £4 получаем \\v'\\c < (J^ ^ 5 + IMU)e"^"L- Отсюда в силу леммы 2.3 
и оценок (2.36), (2.44) имеем \\v'\\c < ЫЫЬэ где Г3 = (max(ri,r2) f^p(s)ds + l)e'lpHL. С дру
гой стороны, из условий (2.29) следует, что | Н | с < (Ь —а)||г/||с, т.е. справедлива оценка (2.30) 
при г = (1 + b — а)гз. Лемма доказана. 

Определение 2.1. Будем говорить, что оператор h : С"([а, Ь]; Д)хС'([а, 6]; Л) —> £([а, 6]; Д) 
принадлежит множеству V^, если он непрерывен и выполняются следующие три условия: 

i) h(x,-) : C'([a,b]\R) —> Z,([a,6];iJ) - линейный оператор для каждого х Е C"([a, ft]; Д); 
ii) для любых х,у Е C"([a,ft]; R) почти всюду на отрезке [a, ft] справедливо неравенство 

\h(x,y)(t)\ < a(t,\\x\\c')\\y\\c' 1 г Д е функция а : [а,6] х —>> Я + интегрируема по первому 
аргументу и неубываема по второму; 

Hi) существует положительное число го такое, что для каждого х Е С ([а, 6]; R) и q* Е 
EL([a,b]]R) любое решение задачи 

v"(t) = h{x,v)(t) + д*(£), v(a) = 0, v(b) = 0, (2.46) 

удовлетворяет оценке \\v\\cf < roll?* Ik-
Наконец, приведем теорему об априорной оценке, доказанную в работе [2]. 
Лемма 2.7. Пусть существуют число г'0 > 0 и оператор h Е Уаь такие, что для всех 

А Е]0,1[ любое решение задачи 

v"(t) = (l-X)h(v,v)(t) + \f(v)(t), «(а) = 0, « ( Ь ) = 0 , (2.47) 

удовлетворяет оценке 
\\v\\a < го. (2.48) 

Тогда задача (1.1), (1.2) разрешима. 

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

3.1. Доказательство теоремы 1.1. Определим оператор h : C"([a, ft]; i?) х C"([a, ft];J?) —> 
Z/([a,ft];i?) равенством h(x,y)(t) = ро(^ 5у)(*) + 9o(x)(t)yf(t) и покажем справедливость 

включения /г Е Va&. Легко проверить, что из (1.5) и (1.6) следует справедливость условий i) 
и ii) определения 2.1 при a(£,y) = p(t) + g(t). Пусть теперь х - произвольная функция 
из C"([a, ft]; i?) и v - произвольное решение задачи (2.46). Тогда v также будет решением 
задачи (2.28), (2.29), где 

l(y)(t)=po(x,y)(t), 9i(t)=9o(x)(t), q(t) = \q*(t)\. (3.1) 

В силу условий (1.5)—(1.7) выполняются все требования леммы 2.6, откуда и следует справед
ливость условия при го = г, т.е. справедливо включение h Е Уаь. 

Допустим теперь, что v является решением задачи (2.47). Тогда ввиду условия (1.4) v 
будет решением задачи (2.28), (2.29), где оператор £ и функция д\ определяются равенства
ми (3.1) при x(t) = г;(£) и q(t) = rj(t, | Н | с " ) - Поэтому из леммы 2.6 вытекает справедливость 
оценки \\v\\c' < Т fQ visi \\v\\c) ds, откуда с учетом условия (1.3) следует существование чис
ла T Q > 0 такого, что соблюдается оценка (2.48), т.е. в силу леммы 2.7 задача (1.1), (1.2) 
разрешима. 

3.2. Доказательство следствия 1.1. Из (1.11) и (1.12) следует справедливость неравен
ства (1.7), где p(t) = £(l)(t), g(t) = 0. С другой стороны, если f(x)(t) = £{x)(t) + fi(x)(t), 
из (1.9) и (1.10) следует справедливость условий (1.4)—(1.6) при go(x)(t) = 0, Po(x,y)(t) = 
= £(y)(t), т.е. выполняются все требования теоремы 1.1. 
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3.3. Доказательство следствия 1.2. Из замечания 1.1 и условия (1.16) следует спра
ведливость включения (1.6), где po(x,y)(t) = p(t,x(ro(t)),xf(ri(t)))y(r(t)). С другой стороны, 
если f(x)(t) = р(*,я(т 0(*)),яЧп(«)М то из (1.15) и (1.17) 
следует справедливость условий (1.4), (1.5) и (1.7) при go(x)(t) = 0, т.е. выполняются все 
требования теоремы 1.1. Следствие доказано. 

Справедливость следствия 1.3 вытекает непосредственно из следствия 1.2. 
Работа поддержана CRDF/GRDF (проект 3318) и Агентством Чешской Республики (про

ект 201/04/Р183). 
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