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О РАЗРЕШИМОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 
Д Л Я НЕЛИНЕЙНЫХ 

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

© 2 0 0 6 г. С В . М у х и г у л а ш в и л и 

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

1.1. Постановка з а д а ч и и основные обозначения. Пусть ш - положительное число. 
На отрезке [0, ш] рассмотрим функционально-дифференциальное уравнение 

u"(t) = f(u)(t) (1.1) 

с периодическими краевыми условиями 

n « ( 0 ) = u « ( c j ) (г - 0 , 1 ) . (1.2) 

В случае, когда / является оператором Немыцкого, т.е. когда f{u)(t) — fo(t,u(t),u'(t)), 
задача (1.1), (1.2) изучена достаточно подробно (см., например, [1-11, 13-15] и приведенную 
там библиографию), а в общем случае остается пока еще малоизученной. 

В предлагаемой работе методом априорных оценок получены в некотором смысле опти
мальные, эффективные достаточные условия разрешимости задачи (1.1), (1.2), которые, с 
одной стороны, обобщают известную теорему Ласоты и Опяла [14], а с другой стороны, до
полняют результаты работ [12, 16-20], касающиеся разрешимости периодической задачи для 
функционально-дифференциальных уравнений. 

Мы будем использовать следующие обозначения: R — ] — оо,+оо[ ; i?+ = [0, +оо[; 
C([a,b]]R) - пространство непрерывных функций и : [а, Ь] -> R с нормой \\и\\с = max{|u(£)| : 
а < t < Ь}; С"([а, 6]; R) - пространство функций и : [a, b] —> i?, непрерывных вместе со сво
ей первой производной, с нормой \\и\\с' — IHIc + Ikllc; С'([а, b];i?) - множество функций 
и : [а, Ь] -> Д, абсолютно непрерывных вместе со своей первой производной; L([a, ft]; R) -
пространство функций q : [a, ft] —> Д, суммируемых на [a, Ь] в смысле Лебега, с нормой 

\\Q\\L — fa \<l{s) \ ds. Д л я любого х G i? обозначаем [#]+ — + х) /2 , [ж]_ = (|ж| — ж)/2. 
Всюду в дальнейшем предполагается, что / : C'([0,a;];i?) —» L([0,и}\R) является непре

рывным оператором, удовлетворяющим условию 

sup{ | / (x) ( . ) | : Ы\с> <г) GL([0,a; ] ; i2 + ) при г > 0. 

Под решением задачи (1.1), (1.2) понимаем функцию и G С"([0,а;]; Д), удовлетворяющую 
условиям (1.2) и почти всюду на [0,о;] уравнению (1.1). 

О п р е д е л е н и е 1.1. Оператор р : C([a,b];R) L([a, ft];i?) принадлежит множеству Р а 6 , 
если для любой функции х G С([а, ft];i?+) почти всюду на [а, 6] выполняется неравенство 
p(s)( t ) > 0 . 

О п р е д е л е н и е 1.2. Пусть А С [а, 6] - непустое множество. Оператор £ : С([а, Ь];Д) -> 
—> L([a, Ь];Я) принадлежит множеству К а ь(А) , если для любой функции ж G С([а, 6];Л), 
удовлетворяющей условию #(£) = 0 при t G i , почти всюду на [а,Ь] справедливо равенство 
p(x)(t) = 0. 
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З а м е ч а н и е 1.1. Пусть А С [0,о;] - непустое множество и £(x)(t) — p(t)x(r(t)), где 
р G L([0,cj]; i2), т : [0, о;] —> [0,cj] - измеримая функция. Пусть, кроме того, либо r(t) G А 
при 0 < t < со, либо = 0 при r ( t ) G [0, о;] \ А. Тогда имеет место включение £ G ХосД^)-

О п р е д е л е н и е 1.3. Функция rj : R х i ? + -» Д + принадлежит множеству М^, если 
т/(-,г) G Z,([0,CJ]; Я + ) при г G r/(t, •) не убывает при почти всех t G [0, о;] и 

^ У ф , г) ds = 0. (1.3) l i m 

г—»+оо г 
0 

1.2. Ф о р м у л и р о в к а о с н о в н ы х р е з у л ь т а т о в . Д л я любого непустого множества А С R 
положим pA{t) — inf{|t — s\ : s G Л} , a^( t ) = p^(^) + pA(t + CJ/2). 

Т е о р е м а 1.1. Пусть существуют операторы 

до : С'([0, w];R) -> L([0,w]; Д), р0 : С'([0,ш]; Л) х С ( [ 0 , - » • L([0, w]; Я) 

и функции р,д G L([0,u/|; i?+), € М ш такие, что для любого х € С"([0,ш]; Л) почти всюду 
на [0, со] выполняются условия 

(f(x)(t) -p0(xyX)(t) -g0(x)(t)x'(t))sigax(t) > -fl(t,\\x\\a), (1.4) 

|$o(s)(*)| <«/(t), PoOMX*) <P(*)- (1.5) 

Пусть, кроме того, 
LJ 

/ > Po(x,l)(s) ds > ao при x G C( [0 , о;]; i?), (1.6) 

о 

Ро(я,-) е Р о с П К 0 а ; ( А ) при 1 Е С ' ( [ 0 , о ; ] ; Й ) , (1.7) 

где Л С [0, со] - непустое множество, ао > 0 и 

1 - 4 (̂ ) ) J p{s) ds<^ exp 
* = пип{ал(*): 0 < t < « / 2 > . (1-8) 

о о 
Тогда задача (1.1), (1.2) разрешима. 

З а м е ч а н и е 1.2. В случаях, когда множество А С [0,и/| имеет некоторые конкретные 
виды, вычислять минимум функции а А не сложно. Например, если а,/3 G [0,а/|, а < /3, и 
Л = [а,/9] (А = [0,а] U [/3,ш]), то <5 = [ w / 2 - (/3 - а)]+ (5 = [ы/2 - (/3 - а)}.). 

З а м е ч а н и е 1.3. В работе [18] построен пример, показывающий оптимальность условия 
(1.8) в том смысле, что его нельзя заменить условием 

1 ~ 4 © ) / P ^ D S < EXP{~^ J $ ^ D S 

о о 
какой бы малой ни была постоянная е > 0. 

Рассмотрим случай, когда уравнение (1.1) имеет вид 

u"(t)=t>(u)(t) + h(u)(t), (1.9) 

где £ : C([0,u]]R) -> L([0, CJ]; Я) - линейный неотрицательный оператор, a f\ : С"([0, о;]; R) 
—>• Z/([0,CJ]; i?) - непрерывный оператор такой, что sup{| / i (x)(-) | : \\x\\cf < г} G L([0, u;]; i?+) 
при г > 0. 

* 
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Следствие 1.1. Пусть rj Е Мш и для любого х Е С"([0,и]\R) почти всюду на [0,со] 
соблюдается условие 

h(x)(t)signx(t) > -n(t,\\x\\c>). (1-Ю) 

Пусть, кроме того, существуют непустое множество А С [0,CJ] и постоянная d > 16 
такие, что 

о < 
о 
[ l(l)(s)ds<-, (1.12) 

J и 

( ^g\ 1/2 

1 - — J < aA(t) при 0<t< со/2. (1.13) 

Тогда задача (1.9), (1.2) разрешима. 
В качестве примера рассмотрим дифференциальное уравнение с отклоняющимися аргу

ментами 

u"(t) =p{t,u{T0(t)),u'(T1{t)))u{T(t)) +q(t,u{t)MMt)),u{iJii(t))) (1.14) 

и обыкновенное дифференциальное уравнение 

u"(t) = p(t, u(t),u'{t))u(t) + % (t, и'(*)), (1-15) 

где р : [ 0 , ш ] х й 2 - ) й , q : [0,CJ] x J?3.—> J? и go : [0,CJ] X R2 ^ R удовлетворяют локальным 
условиям Каратеодори, а т, т; , /^ : [0,о;] -> [O.GJ] (г = 0,1) - измеримые функции. 

Следствие 1.2. Пусть r\ Е Мш, р Е L([0,CJ];H) и Элл любых х\,Х2,хъ Е Д почти всюду 
на [0, о;] соблюдаются условия 

q(t, х ь z 2 , r r 3 ) signal > -ry(t, + | s 2 | + |ж3|), (1.16) 

0<р(* ,ж ь ж 2 ) <p(i) . (1.17) 

Пусть, кроме того, существуют непустое множество А С [0, GJ] и число ао > 0 такие, что 

J p(s,x\,X2) ds > ао при x\,X2^R, (1-18) 
о 

2 ^ 

^ 1 - 4 ^ ^ fp{s)ds<^-, 5 = min{aA(t): 0 < t < u;/2} (1.19) 
о 

г/ либо т(£) Е А при 0 < t < CJ, либо p(£,:ri,£ 2) = 0 при r(t) Е [0,CJ]\A для любых х\,Х2 Е Д . 
Тогда задача (1.14), (1-2) разрешима. 

Следствие 1.3. Пусть г) Е Ми, р € Ь([0,ш] \ R) и для любых х\,хъ Е R почти всюду на 
[0, о;] выполняются условия (1.11), 

g 0 ( t ,x i ,x 2 ) s ignx i > -rj(t, \хг\ + \х2\). (1-20) 

Пусть, кроме того, существуют непустое множество А С [0,и;] и число ао > 0 такие, что 
имеют место условия (1.19), а также для любых х\,хъ Е R условия (1.18) и р(£, #ь# 2 ) = 0 
при r(t) Е [0,CJ] \ Л. Тогда задача (1.15), (1-2) разрешима. 
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§ 2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ П Р Е Д Л О Ж Е Н И Я 

2.1 . Вспомогательные неравенства. Из лемм 2.1-2.5, доказанных в работе [19], сразу 
следует справедливость следующих предложений. 

Л е м м а 2.1 . Пусть £\ Е Раь ^Kab{D), где D С [а, Ь] - непустое множество. Тогда для 
любой функции VQ £ С([а, Ь];Д) почти всюду на [а, о] справедлива оценка 

mm{v0{s) : s Е D}£i(l)(t) < £i{v0){t) < m<xx{v0{s) : s E D}£i{l)(t). 

Л е м м а 2.2. Пусть функции g E L([ai, a 2 ] ; Д+), g\ E L([ai, a 2 ] ; Д), G - функция Грина 
задачи 

v"{t) = gi{t)v'{t) при a i < t < a 2 , v{a\) — 0, v(a2) = 0 (2.1) 

u почти всюду на [ a i , a 2 ] выполняется неравенство 

\9№\<Ш (2-2) 

Тогда справедлива оценка 

\G(t,s)\ < а<2

 4

 Q l е х Р ^ п р и ( t ,s) Е [a i , a 2 ] х [ a i , a 2 ] . (2.3) 
ai 

Л е м м а 2.3. Пусть D С [а, 6] - непустое множество и числа b^Ci Е [а, 6] (г = 1,2) 
такие, что Ь\ < с\ < 6 2 < с 2 , 

5 п ] Ь 1 , с 1 [ ^ 0 , Р П ] Ь 2 ) с 2 [ ^ 0 . (2.4) 

Пусть также функции g\ Е L([a, 6]; i?), д,р £ L([a, 6]; Д+) , выполняется условие (2.2) при 
t Е [а, 6] и Gi {г — 1,2) - функция Грина задачи (2.1) при а\ = 6 г, а 2 — с*. Тогда справедлива 
оценка 

j \Gi(tus)\p(s)ds j\G2(t2,s)\p{s)ds<p2 при иеОП]Ьисг[ (г = 1,2), (2.5) 

ГДЕ 

М = ̂  16(6 - аГ' /?(S) dS6XP(^ / ̂  ' 
a a 

Si = m i n { a D ( t ) : a < t < (a + b)/2}. (2.6) 

Л е м м а 2.4. Пусть А С [0,CJ] - непустюе множество и число 5 определено в (1.8). Тогда 
для произвольного а Е [0,ш[, если D = AU {t + ш : t Е А} П [a,а + CJ] гх число 6\ определено 
равенством (2.6) при Ь — аЛ-оо, справедливо неравенство 

Si > 6. (2.7) 

Доказательство . Сначала введем обозначения А\ — {t + со : t Е А}, В = A U А\ и 
покажем, что 

min{aB{t) : 0 < t < 3CJ/2} = 5. (2.8) 

Пусть а = inf А, /9 = supA и точка to Е [0,3CJ/2] такая, что <7#(£о) = min{<7s(£) : 0<t<3c«j/2}. 
Допустим, что ti Е [0,3GJ/2] И t\ £ Б , . *i + a;/2 ^ В , тогда 0 < min{pB(ti), pB(t\ + и / 2 ) } = б 
и справедливо одно из следующих условий: 

°в{~к\ - z) < °в(1\) И Р Б ( * 1 — ^ ) = 0 либо + <^/2 - е) = 0 
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или 
+ е) < °B{t\) И р в ( * 1 + е ) = 0 либо p#( t i + <*>/2 4- е) = 0. 

Ввиду этого, не ограничивая общности, можем предполагать, что 

to € В или t0 + ш/2 Е В. (2.9) 

Из определения числа 8 в (1.8) и включения Л С [0,CJ] ЯСНО, ЧТО 

m i n { a A ( t ) : 0 < t < Зш/2} = 8. (2.10) 

Сначала допустим, что 0 < to < (3 — ш/2. Тогда из включения (3 Е А следует, что 

infflto + шг/2 - s| : 5 G 5 } = inf{ | t 0 + шг/2 - s\ : s £ A} (i = 0,1), (2.11) 

т.е. а д (to) = cr^(to), и в силу (2.10) 

Пусть теперь 

и заметим, что или 

или 

oB{to) > 8. (2.12) 

(3-u/2<t0<(3, (2.13) 

( t 0 + ш/2) - / ? < a + w - ( t 0 + w/2), (2.140 

( t 0 + ш/2) - / 3 > a + a ; - ( t 0 + w/2). (2.14 2) 

Если выполняется условие (2.14i), из (2.13) и включения f3 Е А вытекает справедливость 
равенств (2.11). Следовательно, а в (to) = &A{to) и в силу (2.10) справедлива оценка (2.12). 
Пусть теперь имеет место неравенство (2.14 2). Если а-{-и > to Л-ш/2, ввиду (2.13) ясно, что 
to Л-ш/2 $ В. Отсюда с учетом (2.9), (2.10), (2.14 2) и включений a,/? Е А получим 

(^в{to) = PB(to + и/2) = а + ш/2 - t 0 > рА{а + ш/2) > 8. 

Если а + ш < to + ш/2, то to + u;/2 Е Ai и 

inf{ | t 0 + а ; / 2 - s| : s E В } = inf{ | t 0 Л-ш/2 - s\ : s E Аг} = inf{ | t 0 - w/2 - s\ : s E A}. 

Значит, рв(^о Л-Ш/2) = pA{to — <^/2) и в силу соотношений (2.10) и (2.13) 

<гв(*о) = Рв(^о) + рв{к + ш/2) = (to) + Р А ( * О - C J / 2 ) = aA{t0 - ш/2) > 8. 

Следовательно, справедливо условие (2.12). 
В случае /3 < to < to -fa;/2 < а + ш ясно, что to — а < а + ш — to и to — /3 < a + a; — to- Тогда 

в силу (2.10) и включения /3 Е' А получим а в {to) — OL + ш/2 — (3 > рА{а + ш/2) = аА{а) > 8. 
Следовательно, выполняется условие (2.12). 

Рассмотрим теперь случай 

(3<к<а + ш<^ + ш/2. (2.15) 

Из (2.15) следует, что 

inf{|* 0 + ^ / 2 - s\ : 5 Е В} = inf{| t 0 + a ; / 2 - s| : 5 Е Ai} = 

= inf{|*о -ш/2- s\: s E A) > inf{| t 0 - a;/2 - s\ : s E B} 

и тогда 
^в(*о) = PB{to) + PB{to + ш/2) > pB{to - ш/2) + pB{to) = O " B ( * O - C J / 2 ) . (2.16) 

Из (2.15) ясно, что to — ш/2 < а + ш, и по этому из рассмотренных выше случаев следует 
неравенство ав^о — ш/2) > 8. Отсюда и из (2.16) вытекает справедливость неравенства (2.12). 
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Наконец, заметим, что случай а + и < to легко сводится к уже рассмотренным случаям. 
Следовательно, <т#(£) > 5 при 0 < t < 3 C J / 2 . С другой стороны, так как А С В, ясно, что 
&B(t) < o~A{t) при 0 < t < Зш/2. Из последних двух неравенств и определения числа S в 
(1.8) следует справедливость (2.8). Тогда из (2.6), (2.8), включения D С В и неравенства 
а И- ио < Зси/2 вытекает справедливость неравенства (2.7). Лемма доказана. 

2.2. Л е м м ы об а п р и о р н ы х о ц е н к а х . 
Л е м м а 2 .5 . Пусть функции £ Е Рош П Кои{А), д\ Е 1,([0,о;]; Д), Е L([0, C J ] ; Д+) w 

почти всюду на [0, о;] соблюдаются условия 

\gi(t)\<g(t), i(l)(t)<p(t). (2.17) 

Пусть, кроме того, 

j£{\){s)ds > а0 (2.18) 

о 
ii выполняется условие (1.8), где А С [0, о;] - непустое множество, ао > 0 и константа 6 
определяется равенством (1.8). Тогда найдется постоянная г > 0 такая, что для каждой 
функции v Е С ;([0,о;]; Я) , удовлетворяющей почти всюду на [0,о;] условиям 

(v"(t)-£(v)(t)-9l(t)v'(t))Sigav(t) > -q(t) (2.19) 

v « ( 0 ) (г = 0,1), (2.20) 

где g £ -t/([0, о;]; справедлива оценка 

I M I c < r | M | L - (2-21) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г> Е С"([0,о;]; Д) - функция, удовлетворяющая условиям (2.19), 
(2.20). В силу условий (2.20) найдется точка а Е [0,о;[ такая, что vf(a) = 0. Пусть тогда 
Cw([a,a+u)]]R) = {х Е С([а, o + C J ] ; Л) : a;W(a) = х^(а + и)) (г = 0,1)}, непрерывные операторы 
7 : Z,([0,cj];i2) -> L([a ,a + а;]; Д) , : C w ( [ a , a + w]\R) -> L([a ,a + C J ] ; Д) и функции г>о E 
E Cu([a, a + C J ] ; Д) , #i E £([a, a + C J ] ; Д) , g, g E I/([a, a + u;]; Д+) определены равенствами 

Д А ; \ s ( * - a ; ) при u<t<a + u, £г(х)^) = y(£(j~l (x)))(t), 

v0(t) = 7 ( V ) ( « ) , gf(t) = 7 ( g ) ( t ) , gfi(t) = 7 Ы ( * ) , ?(*) = 7(<z)(«), Я*) = 7(P)(*) (2-22) 
и D = AU{t + ( j : t E А} П [a, а + ш]. Тогда из определений (2.22), включения £ Е Рои ПКош(А) 
и условий (2.17) следует, что \\g\\L = | |g | | L , | | g i | | L = | | P | | L = I I P I I L , I I ^ I I L = | | < ? | | L , 

f£I(1)(s) ds — Jj^ £(l)(s) <is, почти всюду на [ 0 ,CJ ] выполняются неравенства 

\Mt)\<g(t), h(i)(t)<p(t) (2-23) 

и 

£iePaa+uC)Kaa+UJ{D). (2.24) 

Более того, из неравенства (2.19) и определений (2.22) следует, что почти всюду на [a, a + ш] 

t t 
d_ 
dt v'0(t)exp^- Jgi{s)ds^j signv 0 {t) > {£i{v0)(t) sigav0{t) - q(t)) e x p j - J gi(s)ds^ (2.25) 

и существует функция q\ E L([a, a + а;]; Д+) такая, что 

= £i(v0)(t) + gi(t)v'0(t) + (ft(t) - ?(«))signi» 0(t). (2.26) 

t 
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Из определения точки а и условий (2.20) также вытекает, что 

v'0(a) - 0 , v'0{a + u>) - 0 . (2.27) 

Пусть теперь to Е]а, Ь[, для которой г>о(£о)^о(^о) Ф 0. Тогда, если 

vo(*oK(*o) > 0 М * о К ( * о ) < 0 ) 

в силу условий (2.27) найдется точка t'Q e]to,a + со] (t'0 Е [a,to[) такая, что VQ^Q) = 0 и 

v'0(t) sign^o(t) > 0 при t0 < t < *о signvo(t) < 0 при t'0 < t < t0). (2.28) 

Интегрируя неравенство (2.25) от to до t'0 (от t'0 до to ), с учетом (2.28) получаем неравенство 

т а х ( * о , * о ) 5 t 0 

М * о ) | < - f {h{vo){s)s\gnvo{s) - g ( s ) ) e x p { - | £i(C) d c } ^ e x p j j & ( С ) < * с } . (2-29) 

m i n ( t 0 , * o ) a a 

Рассмотрим случай, когда для некоторого числа а Е { — 1,1} справедливо неравенство 

<rv0(t) > 0 при а < t < а + со. (2.30) 

В силу определения точки to и условий (2.23), (2.24) и (2.30) из неравенства (2.29) следует, что 

\Wo\\c < Ы\ьеМь. (2.31) 

С другой стороны, проинтегрировав неравенство (2.25) от а до а + со, с учетом соотноше
ний (2.18), (2.23) и (2.27) получим, что 

min{|t;o(s)| : а < s < а + со} < Ь\\Ьао~1еМь• (2.32) 

Тогда из очевидного неравенства 

\\щ\\с < min{|i;o(s)| : а < s < а + ш} + UJ\\VQ\\C (2.33) 

с учетом неравенств (2.31) и (2.32) следует, что 

\Ы\с <nlMU, (2.34) 

где п = (1 + со + a0~l)e^L. 
Пусть теперь vo - знакопеременная функция и точка а Е [0,со[ такая, что 

v0(a) = 0, v0{a + си) = 0. (2.35) 

Предположим также, что точка а Е [0,со[, фигурирующая в определении (2.22), удовлетворяет 
условиям (2.35), и рассмотрим случай, когда для некоторого числа а Е { — 1,1} выполняется 
неравенство 

(Tv0(t)>0 при teD. (2.36) 

Тогда в силу условий (2.35) для произвольного t* Е D найдутся точки а\ Е [0,t*[, а2 Е 
Е ]t*, а + со] такие, что 

vo{a\) — 0, vo{a2) — 0, (JVo{t) > 0 при а\ < t < а2. (2.37) 

В таком случае, если G - функция Грина задачи (2.1), из равенства (2.26) следует представ
ление 

Л 2 

ai 

)(**)!= а У G ( r , 5 ) ( / i ( v 0 ) ( 5 ) + ( g i ( 5 ) - g ( 5 ) ) s i g n i ; o ( 5 ) ) ( i 5 . 
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Отсюда с учетом неположительности функции G, произвольности t* G D, условий (2.23), 
(2.24), (2.37) и оценки (2.3) получим оценку \v0(t)\ < г[\\д\\ь при t G £>, где r[ = {co/4)e^L. 
Подставив эту оценку в неравенство (2.29), с учетом определения точки to, условия (2.24) и 
леммы 2.1 при Ь — а + и придем к оценке \\v'0\\c < ^ I I ^ I U ? г Д е r 2 = ( r i fo P(S) D S + l ) e " ^ " L -
С другой стороны, так как vo(a) — 0, из (2.33) с учетом последней оценки следует, что 

N i l e < г 2 | |д | |ь , (2.38) 

где т2 = (1 +u)r'2. 
Наконец, рассмотрим случай, когда функция VQ принимает как отрицательные, так и по

ложительные значения на множестве D. Тогда, если 

v 0 ( t i ) = min{^o(^) : * G D}, v0{t2) = max{u 0 ( t ) : t €D}, (2.39) 

ясно, что 
vo(ti) < 0 , v0(t2)>0. (2.40) 

Допустим, что ti < t2 (при t\ > t2 доказательство аналогично). Тогда существует точка 
с ^ ]*ь^2[? в которой г?о(с) = 0, т.е. найдутся точки ^ , С{ (г — 1,2) такие, что 

а < Ъ\ < t\ < с\ < с, с < Ъ2 < t2 < с2 < а + CJ, 

v0(bi) = 0, vQ(ci) = 0, ( - l ) ^ o ( t ) > 0 при bt<t<Ci (г = 1, 2). 

С учетом соотношений (2.40) и (2.41) из равенства (2.26) следуют представления 

(2.41) 

\vo(U)\ = J\Gi(tus)\[(-l)i-1ll(v0)(s)''ql(3)+ q(s)]ds (г = 1,2), (2.42) 

где Gi - функция Грина задачи (2.1) при а\ — bi, а2 = С{. Отсюда с учетом соотноше
ний (2.23), (2 .39) , оценки (2.3) и неотрицательности функции q\ получим неравенство 

М * г ) | < М<з-г)| J \Gl(U,s)\p{s)ds + r,

l\\q\\L. (2.43.) 

Ьг 

Подставив ( 2 . 4 3 i ) в ( 2 . 4 3 2 ) , затем (2.432) в (2.43i) и сложив полученные неравенства, при
дем к оценке 

CI С2 

(|vo(*i)l + N ( * 2 ) | ) ( l - j\Gi{tus)\p(s)ds I\G2(t2,s)\p(s)ds) <г'г\\д\\ь, (2.44) 

где Г3 = r[(2 + r[ JQ p(s) ds). В силу условий (2.23), (2.39) и (2.41) выполняются все требования 
леммы 2.3 при b = а + CJ, согласно которой, из (2.44) вытекает оценка 

(M*i)| + M * 2 ) | ) ( l - / i 2 ) < * | U . (2.45) 

С другой стороны, из условия (1.8) и неравенства (2.7) получим, что \i < 1. В силу последнего 
неравенства и (2.39) из (2.45) следует, что \v(t)\ < {r'3/(l — p2))\\q\\b при t G D. Отсюда, 
согласно лемме 2.1 и (2.23), вытекает оценка 

г' 
-h(v0)(t) s ignv 0 ( t ) < z—ЦНЫ1и>(£) при а < t < а + и . (2.46) 

1 — р1 
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Учитывая неравенство (2.46) в (2.29), получаем оценку ||VQ||C" < Ы Ы к ? Г Д Е 

г3= (^ + -Л-^ j p(s)dsy^L. 

О 

С учетом последней оценки и равенства VQ(CL) = 0 из (2.33) следует, что ||г>о||с" < r4lMU> где 
Г4 = (1 +а ; ) гз . Из этой оценки, неравенств (2.34), (2.38) и определения функции VQ следует 
справедливость оценки (2.21), где г = m a x ( r i , г 2 , Г 4 ) . Лемма доказана. 

Определение 2 . 1 . Говорят, что оператор h : C"([Q,u;]; Д ) х С"([0, GJ]; Д ) -> £ ( [0 ,и ; ] ;Д) 
принадлежит множеству Vu, если он непрерывен и выполняются следующие условия: 

i) h(x,.) : С"([0,о;]; Д ) - > L([0,CJ]; Д ) - линейный оператор для каждого х Е С"([0,и;]; Д ) ; 
ii) для любых х,у Е С([0,о;]; Д ) почти всюду на отрезке [0,си] выполняется неравенство 

< a ( t , | | я | | с " ) 1 М 1 с " > Г Д Е функция а : [0,а;] х Д + —»• Д + интегрируема по первому 
аргументу и не убывает по второму; 

iii) существует положительное число го такое, что для каждого х Е С" ([0, о;]; Д ) и q* Е 
Е L([0,u/|; Д ) любое решение задачи 

v , , ( t ) = / i ( a ; , T ; ) ( t ) + ? * ( t ) , v ^ ( 0 ) = 0 , v w ( w ) = 0 ( г — 0,1) (2.47) 

удовлетворяет оценке \\v\\c' < П)1к*||ь-
Наконец, приведем теорему об априорной оценке, доказанную в работе [12]. 
Л е м м а 2 .6 . Пусть существуют число г'0 > 0 и оператор h Е Vu такие, что для всех 

А Е]0,1[ любое решение задачи 

v»(t) = (1- X)h(v,v){t) + \f(v)(t), v^(0) = 0, vW(u>) =0 (г = 0,1), (2.48) 

удовлетворяет оценке 

\Мс> < г'0. (2.49) 
Тогда задача (1.1), (1.2) разрешима. 

§ 3. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Доказательство теоремы 1.1. Определим оператор h : С"([0,а/]; Д ) х С ' ( [0 ,и ; ] ;Д) —> 
—> L([0,u]]R) равенством h(x,y)(t) — po(x,y)(t) + go(x)(t)y'(t) и покажем справедливость 
включения 

h G К,. (3.1) 

Легко проверить, что из соотношений (1.5) и (1.7) следует справедливость условий i) и ii) опре
деления 2.1 при a(t,y) — g(t) +p(t). Пусть теперь х - произвольная функция из С"([а,Ь];Д) 
и v - произвольное решение задачи (2.47). Тогда v также будет решением задачи (2.19), 
(2.20), где 

£(y)(t)=p0(x,y)(t), 9i(t)=go{x)(t), q(t) = \q*(t)\. (3.2) 

В силу условий (1.4)—(1.8) выполняются все требования леммы 2.5, откуда и следует справед
ливость условия iii) определения 2.1 при го = г, т.е. справедливо включение (3.1). 

Допустим теперь, что v является решением задачи (2.48). В таком случае ввиду условия 
(1.4) v будет решением задачи (2.19), (2.20), где оператор £ и функция д\ определяются 
равенствами (3.2) при x(t) = v(t) и q(t) = rj(t, ||г>||с")- Тогда из леммы 2.5 вытекает справед
ливость оценки ||г;||с" < т 7 / (5 , \\v\\c') ds, откуда с учетом (1.3) следует существование г1

0 > 0 
такой, что выполняется оценка (2.49), т.е. в силу леммы 2.6 задача (1.1), (1.2) разрешима. 

Доказательство следствия 1.1. Из неравенств (1.12) и (1.13) следует справедливость 
неравенства (1.8), где p(t) = £{l){t), g(t) = 0. С другой стороны, если f(x)(t) = £(x)(t) + 
+ / i (x ) ( t ) , то из соотношений (1.10)—(1.12) следует справедливость условий (1.4)—(1.7) при 
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go{x)(t) = О, po(x,y)(t) = £{y)(t), т.е. выполняются все требования теоремы 1.1. Следствие 
доказано. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1.2. Из замечания 1.1 и условия (1.17) следует справедли
вость включения (1.7), где po(x,y)(t) = р(£,x(r 0 ( t ) ) ,х '{Ti{ t ) ) )y{r{ t ) ) . С другой стороны, если 
f(x)(t) = p ( t , x ( T 0 ( t ) ) , ^ / ( T i ( t ) ) ) r r ( T ( ^ ) ) + ^ ( ^ ^ ( ^ ^ ( / i o ^ ) ) , ^ ^ ! ^ ) ) ) , то из неравенств (1.16)-
(1.19) вытекает справедливость условий (1.4)—(1.6) и (1.8) при go(x)(t) = 0, т.е. выполняются 
все требования теоремы 1.1. Следствие доказано. 

Справедливость следствия 1.3 вытекает непосредственно из следствия 1.2. 
Работа поддержана грантом C R D F / G R D F (проект 3318). 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Capieto A., Mavhin J., Zanolin F. // J. Differ. Equat. 1990. V. 88. P. 347-395. 
2. Bates F., Ward Y. // Pacific J. Math. 1979. V. 84. № 2. P. 275-282. 
3. Ding Т., Iannacci R., Zanolin F. // J. Differ. Equat. 1993. V. 105. P. 364-409. 
4. Ding Т., Zanolin F. / / Nonlinear Anal. 1991. V. 17. № 7. P. 635-653. 
5. Fabry C, Habels P. // Arch. math. 1993. V. 60. P. 266-276. 
6. Гегелия Г. j j Дифференц. уравнения. 1986. Т. 22. № 3. С. 390-396. 
7. Kiguradze I. j j Proc. of IV Conf. on Nonlinear Oscillations. Academia. Prague, 1968. P. 175-180. 
8. Кигурадзе И. Некоторые сингулярные краевые задачи для обыкновенных дифференциальных урав

нений. Тбилиси, 1975. 
9. Kiguradze I. / / Nonlinear Anal. 2000. V. 40. № 1-8. P. 309-321. 

10. Кигурадзе И., Кусано Т. // Дифференц. уравнения. 1999. Т. 35. № 1. С. 72-78. 
11. Kiguradze L, Kusano Т. / / Ann. Mat. Рига Appl. 2001. V. 180. № 3. P. 285-301. 
12. Kiguradze I., Puza B. / / Georgian Math. J. 1999. V. 6. № 1. P. 47-66. 
13. Kiguradze I., Stanek S. // Nonlinear Anal. 2002. V. 48. № 7. P. 1065-1075. 
14. Lasota A., Opial Z. // Ann. Polon. Math. 1964. V. 16. № 1. P. 69-94. 
15. Lasota A., Szafraniec F. / / Ann. Polon. Math. 1966. V. 18. № 1. P. 339-344. 
16. Lomtatidze A., Mukhigulashvili S. // Mem. Differ. Equat. Math. Phys. 1995. V. 5. P. 125-126. 
17. Mawhin J. // J. Differ. Equat. 1971. V. 10. № 1. P. 240-261. 
18. Мухигулашвили С.В. // Дифференц. уравнения. 2004. Т. 40. № 4. С. 477-484. 
19. Мухигулашвили СВ., Шремр И. // Дифференц. уравнения. 2005. Т. 41. № 10. С. 1353-1362. 
20. Stanek S. // Math. Notes, Miskolc. 2000. V. 1. № 1. P. 63-81. 

Математический институт им. А. Размадзе АН Грузии, Поступила в редакцию 
г. Тбилиси 30.08.2004 г. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 42 № 3 2006 


