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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è

u′′′ = p1(t)u+ p2(t)u
′ + p3(t)u

′′ + q(t), (1)

u(i−1)(b) = u(i−1)(a) + ci (i = 1, 2, 3), (2)

ãäå −∞ < a < b < +∞, ci (i = 1, 2, 3) � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå, à pi : [a, b] → R
(i = 1, 2, 3) è q : [a, b]→ R ñóòü èíòåãðèðóåìûå ïî Ëåáåãó ôóíêöèè.

×åðåç C̃ îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [a, b]→ R, à ÷åðåç
C̃1 � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x : [a, b] → R, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé. Çàïèñü x(t) 6≡ y(t) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ôóíêöèè x è y îòëè÷íû äðóã îò äðóãà
íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.

Íèæå ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî σ ∈ {−1, 1} òàêîå, ÷òî

σp1(t) ≥ 0 ïðè a ≤ t ≤ b, p(t) 6≡ 0 (3)

è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ óñëîâèé:

p2 ∈ C̃, p3 ∈ C̃1, σ(p2(b)− p2(a)) ≥ 0, p3(b) = p3(a), σ(p′3(b)− p′3(a)) ≤ 0, (41)

p1 ∈ C̃, p3 ∈ C̃1, p1(b) ≥ p1(a), p3(b) = p3(a), σ(p′3(b)− p′3(a)) ≤ 0, (42)

p1 ∈ C̃1, p2 ∈ C̃, p1(b) = p1(a), σ(p′1(b)− p′1(a)) ≤ 0, σ(p2(b)− p2(a)) ≥ 0, (43)

p1 ∈ C̃1, p2 ∈ C̃, p1(b) = p1(a), σ(p′1(b)− p′1(a)) ≥ 0, σ(p2(b)− p2(a)) ≤ 0. (44)

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ íàéäåíû îòëè÷íûå îò èçâåñòíûõ ðàíåå (ñì. [1�14] è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèî-
ãðàôèþ) â îïðåäåëåííîì ñìûñëå íåóëó÷øàåìûå ïðèçíàêè îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà-
÷è (1), (2).

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1), (2) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîðîäíóþ çàäà÷ó

u′′′ = p1(t)u+ p2(t)u
′ + p3(t)u

′′, (10)

u(i−1)(b) = u(i−1)(a) (i = 1, 2, 3). (20)

Ïóñòü ýòà çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (10) ïîî÷åðåäíî
óìíîæèì íà σu(t), σu′′(t), −u′(t) è ïðîèíòåãðèðóåì îò a äî b, òî ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (3)
ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt+ σ

b∫
a

p2(t)u
′(t)u(t) dt+ σ

b∫
a

p3(t)u
′′(t)u(t) dt = 0, (5)

σ

b∫
a

p3(t)u
′′2(t) dt+ σ

b∫
a

p2(t)u
′(t)u′′(t) dt+

b∫
a

|p1(t)|u(t)u′′(t) dt = 0, (6)
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b∫
a

u′′
2
(t) dt+

b∫
a

p1(t)u(t)u
′(t) dt+

b∫
a

p2(t)u
′2(t) dt+

b∫
a

p3(t)u
′′(t)u′(t) dt = 0. (7)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2} è pi ∈ C̃, òî èìååì

b∫
a

pi(t)u
(j−1)(t)u(j)(t) dt =

1

2
(pi(b)− pi(a))[u(j−1)(a)]2 −

1

2

b∫
a

p′i(t)[u
(j−1)(t)]2 dt.

Åñëè æå i ∈ {1, 3}, pi ∈ C̃1 è pi(b) = pi(a), òî

b∫
a

pi(t)u(t)u
′′(t) dt =

1

2
(p′i(a)− p′i(b))u′

2
(a) +

1

2

b∫
a

p′′i (t)u
2(t) dt−

b∫
a

pi(t)u
′2(t) dt.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (41), èç ðàâåíñòâ (5) è (6) íàõîäèì

b∫
a

(
|p1(t)| −

σ

2
p′2(t) +

σ

2
p′′3(t)

)
u2(t) dt ≤ σ

b∫
a

p3(t)u
′2(t) dt, (81)

σ

b∫
a

p3(t)u
′′2(t) dt ≤ σ

2

b∫
a

p′2(t)u
′2(t) dt−

b∫
a

|p1(t)|u(t)u′′(t) dt, (91)

à â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (42), èç ðàâåíñòâ (5) è (7) èìååì

b∫
a

(
|p1(t)|+

σ

2
p′′3(t)

)
u2(t) dt ≤ −σ

b∫
a

p2(t)u
′(t)u(t) dt+ σ

b∫
a

p3(t)u
′2(t) dt, (82)

b∫
a

u′′
2
(t) dt ≤ 1

2

b∫
a

p′1(t)u
2(t) dt−

b∫
a

[
p2(t)−

1

2
p′3(t)

]
u′

2
(t) dt. (92)

Àíàëîãè÷íî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (43), òî èç ðàâåíñòâ (5) è (6) âûòåêàåò, ÷òî

b∫
a

(
|p1(t)| −

σ

2
p′2(t)

)
u2(t) dt ≤ −σ

b∫
a

p3(t)u
′′(t)u(t) dt, (83)

σ

b∫
a

p3(t)u
′′2(t) dt ≤

b∫
a

(
|p1(t)|+

σ

2
p′2(t)

)
u′

2
(t) dt− σ

2

b∫
a

p′′1(t)u
2(t) dt. (93)

Åñëè æå âûïîëíåíî óñëîâèå (44), òî èç ðàâåíñòâà (6) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

b∫
a

(
|p1(t)|+

σ

2
p′2(t)

)
u′

2
(t) dt− σ

2

b∫
a

p′′1(t)u
2(t) dt− σ

b∫
a

p3(t)u
′′2(t) dt ≤ 0. (94)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî
b∫

a

u′′
2
(t) dt > 0. (10)
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Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî óñëîâèþ (20), èìåëè áû u(t) ≡ c0 = const 6= 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, p1(t)c0 ≡ 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (3).

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ p1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3) è çàäà÷à (10), (20) èìååò

íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u. Åñëè, êðîìå òîãî, ïðè íåêîòîðîì k ∈ {1, 2, 3} âûïîëíåíî óñëîâèå
(4k), òî u óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (8k), (9k) è (10). Åñëè æå âûïîëíåíî óñëîâèå (44),
òî u óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (94) è (10).

Ââåäåì èñïîëüçóåìûå âñþäó íèæå îáîçíà÷åíèÿ

d ≡ b− a
2π

.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (41) è, êðîìå òîãî, ëèáî

σ(p′2(t)− p′′3(t)) ≤ 2|p1(t)|, σp3(t) ≤ 0 ïðè a < t < b, p′2(t)− p′′3(t) 6≡ 2p1(t), (11)

ëèáî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ ∈ ]0, 1], `1 > 0, `2 ≥ 0, `3 > 0, ` ∈ ]0, `3] òàêèå, ÷òî

σ(p′2(t)− p′′3(t)) ≤ 2(1− δ)|p1(t)|, |p1(t)| < `1 ïðè a < t < b, (12)

σp′2(t) ≤ 2`2, ` ≤ σp3(t) ≤ `3 ïðè a < t < b, (13)

d(`1`3/δ)
1/2 + d2`2 ≤ `. (14)

Òîãäà çàäà÷à (1), (2) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à

(10), (20) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u, êîòîðîå ïî ëåììå 1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
(81), (91) è (10).

Â ñëó÷àå, êîãäà íàðÿäó ñ (3) è (41) âûïîëíåíî óñëîâèå (11), íåðàâåíñòâî (81) ïðèâîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èþ:

0 <

b∫
a

(
|p1(t)| −

σ

2
p′2(t) +

σ

2
p′′3(t)

)
u2(t) dt ≤ 0.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà íàðÿäó ñ (3) è (41) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12)�(14).
Òîãäà èç (81) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

δ

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt ≤ `3

b∫
a

u′
2
(t) dt.

Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû Âèðòèíãåðà (ñì. [15, òåîðåìà 258]) âûòåêàåò, ÷òî

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt ≤
`3
δ
d2

b∫
a

u′′
2
(t) dt. (15)

Åñëè íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâàìè (10) è (12)�(15) ïðèìåíèì íåðàâåíñòâà Øâàðöà è Âèðòèíãåðà,
òî èç (91) íàéäåì, ÷òî

`

b∫
a

u′′
2
(t) dt ≤ `2

b∫
a

u′
2
(t) dt+

( b∫
a

p21(t)u
2(t) dt

)1/2( b∫
a

u′′
2
(t) dt

)1/2

<

< `2

b∫
a

u′
2
(t) dt+ `

1/2
1

( b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt
)1/2( b∫

a

u′′
2
(t) dt

)1/2

≤
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≤
[
d2`2 + d

(
`1`3
δ

)1/2] b∫
a

u′′
2
(t) dt ≤ `

b∫
a

u′′
2
(t) dt.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Â ñëó÷àå, êîãäà pi(t) ≡ pi = const (i = 2, 3), ò.å. êîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò âèä

u′′′ = p1(t)u+ p2u
′ + p3u

′′ + q(t), (11)

èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3) è, êðîìå òîãî, ëèáî σp3 ≤ 0, ëèáî

σp3 > 0, |p1(t)| < d−2|p3| ïðè a < t < b. (16)

Òîãäà çàäà÷à (11), (2) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè

p1(t) ≡ d−2p3, p2(t) ≡ −d−2, p3(t) ≡ p3 6= 0, (17)

òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (41), (13) è (14), ãäå σ = sgn p3, δ = 1, `1 = d−2|p3|, `2 = 0,
` = `3 = |p3|, à âìåñòî (12) è (16) ñîîòâåòñòâåííî èìååì

σ(p′2(t)− p′′3(t)) ≤ 2(1− δ)|p1(t)|, |p1(t)| ≤ `1 ïðè a < t < b, (12′)

σp3 > 0, |p1(t)| ≤ `1 ïðè a < t < b. (16′)

Òåì íå ìåíåå îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (10), (20) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

u(t) = sin
2π(t− a)
b− a

.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òåîðåìå 1 (â ñëåäñòâèè 1) óñëîâèå (12) (óñëîâèå (16)) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì
â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì (12′) (óñëîâèåì (16′)).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (42) è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå
δ ∈ ]0, 1], `i ≥ 0 (i = 1, 2, 3), ` ≥ 0 òàêèå, ÷òî

p′1(t) ≤ 2`1|p1(t)|, 2p2(t)− p′3(t) > −2` ïðè a < t < b, (18)

`1p
2
2(t) ≤ `2|p1(t)|, σ`1p3(t) ≤ `3, `p′′3(t) ≥ −2(1− δ)|p1(t)| ïðè a < t < b, (19)

`+ (δ−1`
1/2
2 + δ−1/2`

1/2
3 )2 ≤ d−2. (20)

Òîãäà çàäà÷à (1), (2) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî.Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Òîãäà çàäà÷à (10), (20) èìååò

íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u, êîòîðîå ïî ëåììå 1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (82), (92) è (10).
Â ñèëó óñëîâèÿ (19) è íåðàâåíñòâà Øâàðöà, èç (82) âûòåêàåò, ÷òî

`1

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt ≤ δ−1`1/22 `
1/2
1

b∫
a

|p1(t)|1/2 |u(t)| |u′(t)| dt+ δ−1`3

b∫
a

u′
2
(t) dt ≤

≤ δ−1`1/22

(
`1

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt
)1/2( b∫

a

u′
2
(t) dt

)1/2

+ δ−1`3

b∫
a

u′
2
(t) dt

è, ñëåäîâàòåëüíî,

`1

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt ≤ (δ−1`
1/2
2 + δ−1/2`

1/2
3 )2

b∫
a

u′
2
(t) dt.
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Åñëè íàðÿäó ñ ïîñëåäíèì íåðàâåíñòâîì ó÷òåì óñëîâèÿ (10), (18), (20) è ïðèìåíèì òåîðåìó
Âèðòèíãåðà, òî èç (92) íàéäåì

b∫
a

u′′
2
(t) dt < `1

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt+ `

b∫
a

u′
2
(t) dt ≤

≤ [`+ (δ−1`
1/2
2 + δ−1/2`

1/2
3 )2]

b∫
a

u′
2
(t) dt ≤

b∫
a

u′′
2
(t) dt.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u′′′ = p1u+ p2(t)u
′ + p3u+ q(t), (12)

ãäå p1 è p3 ïîñòîÿííûå, âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè p1 6= 0 è

p2(t) > −d−2 ïðè a < t < b, (21)

òî çàäà÷à (12), (2) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (17), òî âûïîëíåíû è óñëîâèÿ (3), (42), (19) è (20),

ãäå σ = sgn p3, δ = 1, `1 = `2 = `3 = 0, ` = d−2, à âìåñòî (18) è (21) ñîîòâåòñòâåííî èìååì

p′1(t) ≤ 2`1|p1(t)|, 2p2(t)− p′3(t) ≥ −` ïðè a < t < b, (18′)

p2(t) ≥ −` ïðè a < t < b. (21′)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîì ñëó÷àå îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (10), (20) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå u(t) = sin(2π(t − a)/(b − a)). Ñëåäîâàòåëüíî, â òåîðåìå 2 (â ñëåäñòâèè 2) óñëîâèå (18)
(óñëîâèå (21)) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì (18′)
(óñëîâèåì (21′) ).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (43) è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå
δ ∈ ]0, 1], `i ≥ 0 (i = 1, 2, 3), ` ≥ 0 òàêèå, ÷òî

σp′′1(t) ≤ `1|p1(t)|, |p1(t)|+
σ

2
p′2(t) ≤ `2 ïðè a < t < b, (22)

σp′2(t) ≥ 2(1− δ)|p1(t)|, `1p
2
3(t) ≤ `3|p1(t)| ïðè a < t < b, (23)

σp3(t) > ` ïðè a < t < b, (24)

d2`2 + δ−2`3 ≤ `. (25)

Òîãäà çàäà÷à (1), (2) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à

(10), (20) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u, êîòîðîå ïî ëåììå 1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
(83), (93) è (10).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (23) è íåðàâåíñòâó Øâàðöà, èç (83) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

`
1/2
1

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt ≤ δ−1`1/23

( b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt
)1/2( b∫

a

u′′
2
(t) dt

)1/2

.

Ïîýòîìó

`1

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt ≤ δ−2`3

b∫
a

u′′
2
(t) dt.
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Åñëè íàðÿäó ñ ýòèì íåðàâåíñòâîì ó÷òåì óñëîâèÿ (10), (22), (24), (25) è ïðèìåíèì òåîðåìó
Âèðòèíãåðà, òî èç (93) íàéäåì, ÷òî

`

b∫
a

u′′
2
(t) dt < `2

b∫
a

u′
2
(t) dt+ `1

b∫
a

|p1(t)|u2(t) dt ≤ [d2`2 + δ−2`3]

b∫
a

u′′
2
(t) dt ≤ `

b∫
a

u′′
2
(t) dt.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Àíàëîãè÷íî ýòîé òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ è
Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (44) è, êðîìå òîãî,

σp′′1(t) ≤ 0, |p1(t)|+
σ

2
p′2(t) > 0, σp3(t) ≤ 0 ïðè a < t < b.

Òîãäà çàäà÷à (1), (2) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u′′′ = p1u+ p2u
′ + p3(t)u, (13)

ãäå p1 è p2 ïîñòîÿííûå, èç òåîðåì 3 è 4 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü p1 6= 0 è ëèáî

p1p3(t) ≤ 0 ïðè a < t < b,

ëèáî
p3(t) sgn p1 > d2|p1| ïðè a < t < b. (26)

Òîãäà çàäà÷à (13), (2) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Çàìå÷àíèå 3. Êàê îòìå÷åíî âûøå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (17), òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à

(10), (20) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â òåîðåìå 3 (â ñëåäñòâèè 3)
óñëîâèå (24) (óñëîâèå (26)) íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì

σp3(t) ≥ ` ïðè a < t < b (p3(t) sgn p1 ≥ d2|p1| ïðè a < t < b).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ôîíäîì INTAS (ïðîåêò 03-51-5007).
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