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1 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

u(n) = f(t, u) + f0(t) (1.1)

èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ íàïåðåä çàäàííûì ïåðèî-
äîì ω > 0 . Çäåñü n ≥ 1 , f � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëîêàëüíûì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè,

f(t, 0) = 0, f(t+ ω, x) = f(t, x) ïðè (t, x) ∈ R2 è f0 ∈ Lω. (1.2)

Íàñ â îñíîâíîì èíòåðåñóåò ìàëî èçó÷åííûé ðàíåå ñëó÷àé, êîãäà

lim inf
|x|→+∞

∣∣∣∣f(t, x)x

∣∣∣∣ = 0 .

Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîé, èáî ñîîò-
âåòñòâóþùåå (1.1) ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå u(n) = 0 èìååò áåñêî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî ω -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ÷åðåç Lω (÷åðåç L∞ω ) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ω -ïåðèîäè÷åñêèõ
âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó (ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ)
íà [0, ω] . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ pi ∈ Lω (i = 1, 2) çàïèñü p1(t) 6≡ p2(t) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
ôóíêöèè p1 è p2 îòëè÷íû äðóã îò äðóãà íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü n = 2m − 1 , σ ∈ {−1, 1} (n = 2m , σ = (−1)m−1) è ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ r è ôóíêöèÿ g ∈ Lω òàêèå, ÷òî

σf(t, x) sgnx ≥ g(t) ïðè (t, x) ∈ R2, |x| > r, (1.3)∣∣∣∣
ω∫

0

f0(t) dt

∣∣∣∣ ≤
ω∫

0

g(t) dt . (1.4)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) èìååò õîòÿ áû îäíî ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü n = 2m − 1 , σ ∈ {−1, 1} (n = 2m , σ = (−1)m−1) è ñóùåñòâóþò

` ∈ Lω è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h : R2 → [0,+∞[ òàêèå, ÷òî `(t) > 0 ïðè t ∈ R , h(x, y) > 0
ïðè x 6= y è

σ (f(t, x)− f(t, y)) sgn(x− y) ≥ `(t)h(x, y) ïðè (t, x, y) ∈ R3. (1.5)

Ïóñòü, êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.4), ãäå

g(t) = max {|f(t, r)|, |f(t,−r)|} . (1.6)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñêàæåì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ p ∈ Lω ïðèíàäëåæèò ìíîæå-

ñòâó Kmω , åñëè p(t) 6≡ 0 è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè p0 ∈ Lω , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

0 ≤ p0(t) ≤ p(t) ïðè t ∈ R, p0(t) 6≡ 0, (1.7)

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u(2m) = (−1)mp0(t)u (1.8)

íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ω -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü n = 2m è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ r è ôóíêöèè

g, p è q ∈ Lω òàêèå, ÷òî íàðÿäó ñ (1.4) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

p ∈ Kmω , (1.9)

g(t) ≤ (−1)mf(t, x) sgnx ≤ p(t)|x|+ q(t) ïðè (t, x) ∈ R2, |x| > r. (1.10)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) èìååò õîòÿ áû îäíî ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü n = 2m è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ r è ôóíêöèè

g, p è q ∈ Lω òàêèå, ÷òî íàðÿäó ñ (1.4) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.10). Ïóñòü, êðîìå òîãî,
p è m óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

p(t) ≤
(
2π

ω

)2m

ïðè t ∈ R, p(t) 6≡
(
2π

ω

)2m

; (1.11)

ω∫
0

p(t) dt ≤ 4

ω

(
2π

ω

)2m−2
; (1.12)

m = 1,

ω∫
0

p(t) dt ≤ 16

ω
. (1.13)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) èìååò õîòÿ áû îäíî ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü n = 2m è ñóùåñòâóþò ` ∈ Lω , p ∈ Kmω è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

h : R2 → [0,+∞[ òàêèå, ÷òî `(t) ≥ 0 ïðè t ∈ R , `(t) 6≡ 0 , h(x, y) > 0 ïðè x 6= y è

`(t)h(x, y) ≤ (−1)m (f(t, x)− f(t, y)) sgn(x− y) ≤ p(t)|x− y| ïðè (t, x, y) ∈ R3. (1.14)

Ïóñòü, êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.4), ãäå g � ôóíêöèÿ,
çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (1.6). Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-
øåíèå.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü n = 2m è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ r , íåîòðè-
öàòåëüíûå ôóíêöèè p ∈ Lω , ` ∈ Lω è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h : R2 → [0,+∞[ òàêèå, ÷òî
`(t) 6≡ 0 , h(x, y) > 0 ïðè x 6= y è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.4) è (1.14), ãäå g � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ
ðàâåíñòâîì (1.6). Åñëè, êðîìå òîãî, m è p óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé (1.11), (1.12)
è (1.13), òî óðàâíåíèå (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

u(n) = σf1(t) exp(f2(t)|u|ν)| sinu|u+ f0(t); (1.15)

u(n) = σf1(t) exp(f2(t)|u|ν)u+ f0(t); (1.16)

u(n) = σf1(t)(1 + |u|ν)−1|u|ν sgnu+ f0(t), (1.17)

ãäå σ ∈ {−1, 1} , ν > 0 , fi ∈ Lω (i = 0, 1) , f1(t) ≥ 0 ïðè t ∈ R , f2 ∈ L∞ω . Â ñèëó
òåîðåìû 1.1 è ñëåäñòâèÿ 1.1 óðàâíåíèå (1.15) èìååò õîòÿ áû îäíî ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå,
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åñëè
ω∫
0

f0(t) dt = 0 è ëèáî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé

n = 2m− 1, σ ∈ {−1, 1}, (1.18)

n = 2m, σ = (−1)m−1, (1.19)

ëèáî n = 2m , σ = (−1)m , f2(t) ≤ 0 ïðè t ∈ R è

lim
x→+∞

ω∫
0

f1(s) exp(xf2(s)) ds <
4

ω

(
2π

ω

)2m−2
.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2 è ñëåäñòâèþ 1.2:
1) åñëè f1(t) > 0 , f2(t) ≥ 0 ïðè t ∈ R è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (1.18) è (1.19), òî

óðàâíåíèå (1.16) èìååò åäèíñòâåííîå ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå;

2) åñëè f1(t) > 0 ïðè t ∈ R , |
ω∫
0

f0(s) ds| <
ω∫
0

f1(s) ds è ëèáî âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé

(1.18) è (1.19), ëèáî n = 2m , σ = (−1)m , ν ≥ 1 è νf1(t) <
(
2π
ω

)n
ïðè t ∈ R , òî óðàâíåíèå

(1.17) èìååò åäèíñòâåííîå ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Ýòè ôàêòû íå âûòåêàþò èç èçâåñòíûõ ðàíåå òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ω -

ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) (ñì. [1]�[15] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó).
Çàìå÷àíèå 1.1. Â òåîðåìàõ 1.1�1.4 è ñëåäñòâèÿõ 1.1 è 1.2 íåðàâåíñòâî (1.4) ÿâëÿåòñÿ

íåóëó÷øàåìûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî íåëüçÿ çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì

∣∣∣∣
ω∫

0

f0(t) dt

∣∣∣∣ ≤ (1 + ε)

b∫
a

g(t) dt (1.20)

êàêèì áû ìàëûì íè áûë ε > 0 . Â ñàìîì äåëå, åñëè

f0(t) = (1 + ε)g(t), f(t, x) = σ(1 + ε)g(t)(1 + |x|)−1x,

ãäå ε > 0 , σ ∈ {−1, 1} , g ∈ Lω è g(t) > 0 ïðè t ∈ R , òî óðàâíåíèå (1.1) íå èìååò ω -
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå, êîãäà n ∈ {2m− 1, 2m} è σ = (−1)m−1

(n = 2m , σ = (−1)m è (1 + ε)g(t) <
(
2π
ω

)2m
ïðè t ∈ R) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2

(ñëåäñòâèÿ 1.2) êðîìå íåðàâåíñòâà (1.4), âìåñòî êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.20).
Çàìå÷àíèå 1.2. Â ñëåäñòâèÿõ 1.1 è 1.2 óñëîâèå (1.11) íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì p(t) ≡(

2π
ω

)2m
, òàê êàê åñëè n = 2m ,

f(t, x) ≡ (−1)m
(
2π

ω

)2m

x è

ω∫
0

f0(t) sin
2πt

ω
dt 6= 0,

òî óðàâíåíèå (1.1) íå èìååò ω -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

2 Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ

×åðåç Cω (÷åðåç Cn−1ω ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ( (n− 1) -ðàç íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ) ω -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé u : R→ R ñ íîðìîé

‖u‖Cω = max {‖u(t)‖ : 0 ≤ t ≤ ω}
(
‖u‖Cn−1

ω
=

n∑
k=1

‖u(k−1)‖Cω

)
,
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à ÷åðåç C̃n−1ω � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u ∈ Cn−1ω , äëÿ êîòîðûõ u(n−1) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé.

Ïîä ‖v‖Lω áóäåì ïîíèìàòü íîðìó ôóíêöèè v ∈ Lω , çàäàííóþ ðàâåíñòâîì

‖v‖Lω =

ω∫
0

|v(t)| dt.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé u ∈ Cω ïîëîæèì

µ(u) = min {|u(t)| : 0 ≤ t ≤ ω} .

Ââåäåì ÷èñëà

αnk =
ω

4

( ω
2π

)n−1−k
(k = 1, . . . , n− 1), αnn =

1

2
, αn =

n∑
k=1

αnk . (2.1)

Ëåììà 2.1. Åñëè u ∈ C̃n−1ω , òî

‖u‖Cω ≤ µ(u) + αn1‖u(n)‖Lω , ‖u‖Cn−1
ω
≤ µ(u) + αn‖u(n)‖Lω . (2.2)

Åñëè, êðîìå òîãî, u ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé, òî

‖u‖Cω < αn1‖u(n)‖Lω , ‖u‖Cn−1
ω

< αn‖u(n)‖Lω . (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì t0 ∈ [0, ω] è t∗ ∈ ]t0, t0 + ω[ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû µ(u) =
|u(t0)| è ‖u‖Cω = ‖u(t∗)‖ . Òîãäà

‖u‖Cω =

∣∣∣∣u(t0) +
t∗∫
t0

u′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ µ(u) +
t∗∫
t0

|u′(t)| dt,

‖u‖Cω =

∣∣∣∣u(t0)−
t0+ω∫
t∗

u′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ µ(u) +
t0+ω∫
t∗

|u′(t)| dt.

Ïîýòîìó

2‖u‖Cω ≤ 2µ(u) +

t0+ω∫
t0

|u′(t)| dt

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖u‖Cω ≤ µ(u) +
1

2
‖u′‖Lω . (2.4)

Ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ ôóíêöèè u(n−1) ïðèíèìàåò âèä

‖u(n−1)‖Cω ≤
1

2
‖u(n)‖Cω , (2.5)

èáî µ(u(n−1)) = 0 .
Åñëè n > 1 , òî ñîãëàñíî òåîðåìå Âèðòèíãåðà ([16], òåîðåìà 258) è íåðàâåíñòâó (2.5) èìååì

‖u′‖Lω ≤ ω
1
2

( ω∫
0

|u′(t)|2 dt
) 1

2

≤ ω
1
2

(
ω

2π

)n−2( ω∫
0

|u(n−1)(t)|2 dt
) 1

2

≤

≤ ω
(
ω

2π

)n−2
‖u(n−1)‖Cω ≤ 2αn1‖u(n)‖Lω , (2.6)
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ñîãëàñíî ÷åìó èç íåðàâåíñòâà (2.4) íàõîäèì

‖u‖Cω ≤ µ(u) + αn1‖u(n)‖Lω .

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî ïðèìåíèì äëÿ ôóíêöèé u(k−1) (k = 2, . . . , n) , òî ïîëó÷èì

‖u(k−1)‖Cω ≤ αnk‖u(n)‖Lω (k = 2, . . . , n). (2.7)

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (2.2), ãäå αnk (k = 1, . . . , n) è αn �
÷èñëà, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè (2.1).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà u ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé. Òîãäà
íàéäóòñÿ t0 ∈ [0, ω] , t∗ ∈ ]t0, t0 + ω[ è σ ∈ {−1, 1} òàêèå, ÷òî

u(t0) = 0, ‖u‖Cω = σ

t∗∫
t0

u′(s) ds, ‖u‖Cω = −σ
t0+ω∫
t∗

u′(s) ds.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ëèáî

‖u‖Cω <
1

2
‖u′‖Lω , (2.8)

ëèáî
σu′(t)(t∗ − t) ≥ 0 ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t0 + ω].

Îäíàêî, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íå ìîæåò èìåòü ìåñòà, òàê êàê u(t0) = u(t0 + ω) = 0 è u
ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.8). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êàê ýòî áûëî äîêàçàíî âûøå, ïðè n > 1 ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
(2.6) è (2.7). Èç íåðàâåíñòâ (2.6)�(2.8) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà (2.3). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü p ∈ Lω , p(t) ≥ 0 ïðè t ∈ R , p(t) 6≡ 0 è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé
(1.11), (1.12) è (1.13). Òîãäà âûïîëíåíî è óñëîâèå (1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p0 ∈ Lω � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåí-
ñòâàì (1.7). Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå (1.11) ( óñëîâèå (1.13) ) , òî ñîãëàñíî òåîðåìå
1.1 èç [11] (ñîãëàñíî ëåììå, äîêàçàííîé â �3 ðàáîòû [1]) óðàâíåíèå (1.8) íå èìååò íåòðèâè-
àëüíîãî ω -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Íàì îñòàåòñÿ ëèøü äîêàçàòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò
íåòðèâèàëüíîãî ω -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (1.12). Äîïó-
ñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî óðàâíåíèå (1.8) èìååò íåòðèâèàëüíîå ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u . Òîãäà
ω∫
0

p0(t)u(t) dt = 0 . Îòñþäà, ñîãëàñíî óñëîâèÿì (1.7), çàêëþ÷àåì, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåí-

íîé ôóíêöèåé. Ïî ëåììå 2.1 ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ãàðàíòèðóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (2.3).
Åñëè íàðÿäó ñ (2.3) ó÷òåì íåðàâåíñòâà (1.7) è (1.12), òî èç (1.8) íàéäåì

‖u(2m)‖Lω = ‖p0u‖Lω ≤ ‖p0‖Lω‖u‖Cω < α2m 1‖p‖Lω‖u(2m)‖Lω ≤ ‖u(2m)‖Lω .

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

σu(n)(t) sgnu(t) ≥ |u(n)(t) sgnu(t)| − q(t), |u(n)(t)| ≤ q0(t, |u(t)|) (2.9)

è äâóñòîðîííåå äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

−q(t) ≤ (−1)mu(2m)(t) sgnu(t) ≤ p(t) |u(t)|+ q(t), (2.10)

ãäå σ ∈ {−1, 1} , p è q ∈ Lω ñóòü íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, à q0 : R × [0,+∞[→ [0,+∞[
òàêîâà, ÷òî q0(·, x) ∈ Lω ïðè ïðîèçâîëüíîì x ∈ [0,+∞[ è q0(t, ·) : [0,+∞[→ [0,+∞[ ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé, íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ R .
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Ôóíêöèÿ u ∈ C̃n−1ω íàçûâàåòñÿ ω -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
íåðàâåíñòâ (2.9) (äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (2.10)), åñëè îíà ïî÷òè âñþäó íà R óäîâëå-
òâîðÿåò ýòîé ñèñòåìå (ýòîìó íåðàâåíñòâó).

Ëåììà 2.3. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (1.18) è (1.19), òî ïðîèçâîëüíîå ω -ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå u ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ (2.9) äîïóñêàåò îöåíêó

‖u‖Cn−1
ω
≤ ρ1µ(u) + ρ2 , (2.11)

ãäå

ρ1 = 1 + αn‖q‖Lω , ρ2 = αnρ1

ω∫
0

q0(t, ρ1) dt . (2.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïî ëåììå 2.1, ôóíêöèÿ u äîïóñêàåò îöåíêè
(2.2).

Åñëè ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (2.9) óìíîæèì íà |u(t)| è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî ω ,
òî ïîëó÷èì

−(n+ 1− 2m)

ω∫
0

|u(m)(t)|2 dt ≥
ω∫

0

|u(n)(t)u(t)| dt−
ω∫

0

q(t) |u(t)| dt.

Îòñþäà â ñèëó (2.2) âûòåêàåò, ÷òî

ω∫
0

|u(n)(t)u(t)| dt ≤
(
µ(u) + αn‖u(n)‖Lω

)
‖q‖Lω . (2.13)

Ïóñòü
I1 = {t ∈ [0, ω] : |u(t)| > ρ1} , I2 = [0, ω] \ I1 .

Òîãäà íà îñíîâå âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (2.9) è íåðàâåíñòâà (2.13) íàõîäèì

ρ1‖u(n)‖Lω ≤
∫
I1

|u(n)(t)u(t)| dt+ ρ1

∫
I2

|u(n)(t)| dt ≤
(
µ(u) + αn‖u(n)‖Lω

)
‖q‖Lω+

+ ρ1

ω∫
0

q0(t, ρ1) dt = (ρ1 − 1)
(
‖u(n)‖Lω + µ(u)/αn

)
+ ρ2/αn

è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖u(n)‖Lω ≤ ((ρ1 − 1)µ(u) + ρ2) /αn,

ãäå ρ1 è ρ2 � ÷èñëà, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè (2.12). Åñëè íàðÿäó ñ ýòèì ó÷òåì è íåðàâåíñòâà
(2.2), òî ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.11) ñòàíåò î÷åâèäíîé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.9), òî íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ρ0
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè q ∈ Lω êàæäîå ðåøåíèå u äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (2.10) äîïóñêàåò îöåíêó

‖u‖C2m−1
ω

≤ ρ0 (µ(u) + ‖q‖Lω) . (2.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ëåììà íåâåðíà. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà k íàéäóòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ qk ∈ Lω è ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå uk äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíòñâà

0 ≤ (−1)mu(2m)
k (t) sgnuk(t) + qk(t) ≤ p(t) |uk(t)|+ 2qk(t) (2.15)
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òàêèå, ÷òî
‖uk‖C2m−1

ω
> k (µ(uk) + ‖qk‖Lω) . (2.16)

Ïóñòü

u0k(t) = uk(t)/‖uk‖C2m−1
ω

, q0k(t) = qk(t)/‖uk‖C2m−1
ω

, δk(t) = p(t) |u0k(t)|+ 2q0k(t),

ηk(t) =

{
0 ïðè δk(t) = 0,(
(−1)mu(2m)

0k (t) sgnu0k(t) + q0k(t)
)
/δk(t) ïðè δk(t) > 0,

pk(t) = ηk(t)p(t), Pk(t) =
t∫

0

pk(s) ds, q1k(t) = (2ηk(t)− 1)q0k(t) sgnu0k(t).

Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.15) è (2.16) èìååì 0 ≤ ηk(t) ≤ 1 ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ R ,

‖u0k‖C2m−1
ω

= 1, µ(u0k) < 1/k ; (2.17)

‖q1k‖Lω < 1/k . (2.18)

Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì k ôóíêöèÿ u0k ÿâëÿåòñÿ ω -ïåðèîäè÷åñêèì
ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u
(2m)
0k (t) = (−1)mp0k(t)u0k(t) + q1k(t), (2.19)

à ôóíêöèÿ Pk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Pk(0) = 0, Pk(t+ ω) = Pk(ω) + Pk(t), 0 ≤ Pk(t)− Pk(τ) ≤

≤
t∫

τ

p(s) ds ïðè t ∈ R, τ ≤ t. (2.20)

Ñîãëàñíî (2.17) è (2.18) èç (2.19) íàõîäèì

‖u(2m)
0k ‖Lω ≤ ‖p‖Lω + 1. (2.21)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëåììû Àðöåëà�Àñêîëè è óñëîâèé (2.17), (2.20) è (2.21) áåç îãðàíè-

÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (u
(i−1)
0k )∞k=1 (i = 1, . . . , n) è (Pk)∞k=1

ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìèñÿ íà R , ò.å.

lim
k→∞

‖u0k − u‖Cn−1
ω

= 0, lim
k→∞

Pk(t) = P0(t) ðàâíîìåðíî íà R , (2.22)

ãäå u ∈ Cn−1ω , à P0 : R→ R ñóòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó èç (2.17) è (2.20) âûòåêàåò,
÷òî

‖u‖Cn−1
ω

= 1, µ(u) = 0; (2.23)

P0(0) = 0, P0(t+ ω) = P0(ω) + P0(t), 0 ≤ P0(t)− P0(τ) ≤

≤
t∫

τ

p(s) ds ïðè t ∈ R, τ ∈ ]−∞, t] . (2.24)

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (2.24) ôóíêöèÿ P0 ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé è

P0(t) =
t∫

0

p0(s) ds ïðè t ∈ R, (2.25)
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ãäå ôóíêöèÿ p0 ∈ Lω ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, ëèáî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.7).
Â ñèëó ëåììû 1.1 ðàáîòû [15] è óñëîâèé (2.22) è (2.25) èìååì

lim
k→∞

t∫
0

pk(s)u0k(s) ds =

t∫
0

p0(s)u(s) ds ïðè t ∈ R.

Åñëè íàðÿäó ñ ýòèì ó÷òåì è óñëîâèå (2.18), òî èç ðàâåíñòâà

u
(2m−1)
0k (t) = u

(2m)
0k (0) +

t∫
0

[(−1)mpk(s)u0k(s) + q1k(s)] ds ïðè t ∈ R

ïîëó÷èì

u(2m−1)(t) = u(2m−1)(0) + (−1)m
t∫

0

p0(s)u(s) ds ïðè t ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî, u ÿâëÿåòñÿ ω -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.8). Åñëè p0 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (1.7), òî â ñèëó óñëîâèÿ (1.9) óðàâíåíèå (1.8) íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî
ω -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà p0(t) ≡ 0 . Â ýòîì
ñëó÷àå u(t) ≡ const , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì (2.23). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
ëåììó.

Íàðÿäó ñ (1.1) íàì ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u(n) = (1− λ)a(t)u+ λ[f(t, u) + f0(t)], (2.26)

çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà λ ∈ ]0, 1[ è îò ôóíêöèè a ∈ Lω . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 2.5. Ïóñòü ñóùåñòâóþò a ∈ Lω è ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ρ òàêèå, ÷òî

ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

u(n) = a(t)u (2.27)

íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ω -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è ïðè êàæäîì λ ∈ ]0, 1[ ïðîèçâîëüíîå
ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.26) äîïóñêàåò îöåíêó

‖u‖Cn−1
ω
≤ ρ . (2.28)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) èìååò õîòÿ áû îäíî ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ u : [0, ω] → R ÿâëÿåòñÿ ω -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (1.1) (óðàâíåíèÿ (2.26)), óäîâëåòâîðÿþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì

u(i−1)(ω) = u(i−1)(0) (i = 1, . . . , n), (2.29)

òî ââèäó óñëîâèé (1.2), åå ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðàñøèðåíèå íà R ÿâëÿåòñÿ ω -ïåðèîäè÷åñêèì
ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
çàäà÷à (1.1), (2.29) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ïóñòü λ ∈ ]0, 1[ , à u � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.26), (2.29). Òîãäà, êàê îá ýòîì
áûëî ñêàçàíî âûøå, ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðàñøèðåíèå u íà R òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (2.26) è ñîãëàñíî îäíîìó èç óñëîâèé ëåììû ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.28). Îäíàêî, â ñèëó
ñëåäñòâèÿ 2 èç ðàáîòû [17], ýòà îöåíêà è íàëè÷èå ó ëèíåéíîé îäíîðîäíîé çàäà÷è (2.27), (2.29)
òîëüêî òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ãàðàíòèðóåò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1), (2.29). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà σ ∈ {−1, 1} , r ≥ 0 è ôóíêöèÿ g ∈ Lω òàêèå, ÷òî
íàðÿäó ñ (1.3) è (1.4) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

σa(t) ≥ 0 ïðè t ∈ R, a(t) 6≡ 0. (2.30)
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Òîãäà ïðè êàæäîì λ ∈ ]0, 1[ ïðîèçâîëüíîå ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.26) äîïóñ-
êàåò îöåíêó

µ(u) ≤ r. (2.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî µ(u) > r . Òîãäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (1.3) è
(2.30) èç (2.26) íàéäåì

σ0u
(n)(t) = (1− λ)σa(t)|u(t)|+ λ [σf(t, u(t)) sgnu(t) + σ0f0(t)] ≥

≥ r(1− λ)|a(t)|+ λ (g(t) + σ0f0(t)) ,

ãäå σ0 = σ sgnu(0) . Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî ω , òî â ñèëó óñëîâèÿ (1.4)
ïîëó÷èì

0 ≥ r(1− λ)
ω∫

0

|a(t)| dt+ λ

[ ω∫
0

g(t) dt+ σ0

ω∫
0

f0(t) dt

]
> 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.31). Ëåììà äîêàçàíà.

3 Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ïóñòü

a(t) = σ, q0(t, y) = y + |f0(t)|+max {|f(t, x)| : |x| ≤ y} ,
q(t) = 2q0(t, r) + 2|g(t)| ïðè t ∈ R, y ≥ 0.

Òîãäà
a(t)|x|+ |f(t, x) + f0(t)| ≤ q0(t, |x|) ïðè (t, x) ∈ R2. (3.1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.3), èìååì

σ [f(t, x) + f0(t)] sgnx = |σ [f(t, x) + f0(t)] sgnx+ q0(t, r) + |g(t)| | − q0(t, r)− |g(t)| ≥
≥ |σ [f(t, x) + f0(t)] sgnx| − q(t) ïðè (t, x) ∈ R2. (3.2)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1 ðàáîòû [11] óðàâíåíèå (2.27) íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ω -ïå-
ðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, òàê êàê σa(t) ≡ 1 è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (1.18) è (1.19). Â
ñèëó ýòîãî ôàêòà è ëåììû 2.5 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè
êàæäîì λ ∈ ]0, 1[ ïðîèçâîëüíîå ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(2.26) äîïóñêàåò îöåíêó (2.28), ãäå ρ � íå çàâèñÿùàÿ îò λ è u ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (3.1) è (3.2) ïî÷òè âñþäó íà R ñîáëþäàþòñÿ íåðàâåíñòâà

|u(n)(t)| = |(1− λ)a(t)u(t) + λ [f(t, u(t)) + f0(t)] | ≤ q0(t, |u(t)|),
σu(n)(t) sgnu(t) = (1− λ)|u(t)|+ λσ [f(t, u(t)) + f0(t)] sgnu(t) ≥

≥ (1− λ)|u(t)|+ λ |σ [f(t, u(t)) + f0(t)] sgnu(t)| − λq(t) ≥ |u(n)(t) sgnu(t)| − q(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, u ÿâëÿåòñÿ ω -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðà-
âåíñòâ (2.9), ÷òî ïî ëåììå 2.3 ãàðàíòèðóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.11), ãäå ρ1 è ρ2 � ÷èñëà,
çàäàííûå ðàâåíñòâàìè (2.12). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 2.6 ôóíêöèÿ u äîïóñêàåò îöåíêó
(2.31). Èç îöåíîê (2.11) è (2.31) âûòåêàåò îöåíêà (2.28), ãäå ρ = ρ1r + ρ2 ñóòü ïîëîæèòåëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò λ è u . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Èç óñëîâèé (1.2) è (1.5) âûòåêàåò óñëîâèå (1.3), ãäå g �
ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (1.6). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1, ÷òî
ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ω -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Íàì
îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè u1 è u2 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ω -ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè
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óðàâíåíèÿ (1.1) è u(t) = u1(t)− u2(t) , òî u(t) ≡ 0 . Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî u(t) 6≡ 0 . Òîãäà,
ñîãëàñíî óñëîâèþ (1.5), ïî÷òè âñþäó íà R ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî

σu(n)(t)u(t) ≥ `0(t),

ãäå `0(t) = `(t)h(u1(t), u2(t))|u(t)| ≥ 0 ïðè t ∈ R è `0(t) 6≡ 0 . Åñëè îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà
ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî ω è ó÷òåì, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (1.18) è (1.19), òî ïîëó÷èì

−(n+ 1− 2m)

ω∫
0

|u(m)(t)|2dt ≥
ω∫

0

`0(t) dt > 0.

Íî ýòî íåâîçìîæíî, èáî n ≥ 2m− 1 . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3 Ñîãëàñíî óñëîâèþ (1.10) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî

|f0(t)| − q(t) ≤ (−1)mf(t, x) sgnx ≤ p(t)|x|+ q(t)− |f0(t)| ïðè (t, x) ∈ R2. (3.3)

Ïóñòü ρ0 � ÷èñëî, ôèãóðèðóþùåå â ëåììå 2.4, ρ = ρ0(r + ‖q‖Lω) ,

a(t) = (−1)mp(t), (3.4)

à u ñóòü ω -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.26) ïðè íåêîòîðîì λ ∈ ]0, 1[ . Â ñèëó óñëîâèÿ
(1.9) è ëåììû 2.5 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî u äîïóñêàåò îöåíêó
(2.28).

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (3.3) è (3.4) èç (2.26) çàêëþ÷àåì, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ ω -ïåðèîäè÷åñêèì
ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (2.10). Ïîýòîìó îíî äîïóñêàåò îöåíêó (2.14). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 2.6 ñïðàâåäëèâà è îöåíêà (2.31). Îäíàêî, èç îöåíîê (2.14) è (2.31)
âûòåêàåò îöåíêà (2.28). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.1. Èç íåðàâåíñòâà (1.10) ñëåäóåò, ÷òî p(t) ≥ 0 ïðè t ∈ R .
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p(t) 6≡ 0 . Ïî ëåììå 2.2 â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî
è óñëîâèå (1.9), òàê êàê p è m óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé (1.11), (1.12) è (1.13). Åñëè
òåïåðü ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.3, òî ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 1.1 ñòàíåò î÷åâèäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4. Èç óñëîâèé (1.2) è (1.14) âûòåêàåò óñëîâèå (1.10), ãäå g
� ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (1.6). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3,
÷òî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ω -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1).

Íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ ω -ïåðèîäè÷åñ-
êèå ðåøåíèÿ u1 è u2 óðàâíåíèÿ (1.1) òàêèå, ÷òî u(t) = u1(t) − u2(t) 6≡ 0 . Ñîãëàñíî óñëîâèþ
(1.14) ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà

0 ≤ (−1)mu(t) sgnu(t) ≤ p(t)|u(t)|.

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 2.4 è óñëîâèÿ (1.9) âûòåêàåò, ÷òî

0 < ‖u‖Cn−1
ω
≤ ρ0µ(u),

ãäå ρ0 = const > 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, µ(u) > 0 . Åñëè íàðÿäó ñ ýòèì ó÷òåì è óñëîâèå (1.14), òî
ñòàíåò ÿñíûì, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà R ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî

σ0u
(n)(t) ≥ `0(t),

ãäå σ0 = (−1)m sgnu(0) , `0(t) = `(t)η(u1(t), u2(t)) ≥ 0 ïðè t ∈ R è `0(t) 6≡ 0 . Èíòåãðèðîâàíèå
ýòîãî íåðàâåíñòâà îò 0 äî ω äàåò

0 = σ0

(
u(n−1)(ω)− u(n−1)(0)

)
≥

ω∫
0

`0(t) dt > 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Â ñèëó ëåììû 2.2 èç òåîðåìû 1.4 âûòåêàåò ñëåäñòâèå 1.2.
Ðàáîòà ïîääåðæàíà Íàöèîíàëüíûì íàó÷íûì ôîíäîì Ãðóçèè (ïðîåêò GNSF/ST06/3-002).
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