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ON THE RING OF LOCAL POLYNOMIAL INVARIANTS FOR A PAIR OF ENTANGLED
QUBITS
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��† ��� �����	


The entanglement characteristics of two qubits are encoded in the invariants of the adjoint action of the group
SU(2) ⊗ SU(2) on the space of density matrices P+, defined as the space of 4 × 4 positive semidefinite Hermitian

matrices. The corresponding ring C[P+ ]SU(2)⊗SU(2) of polynomial invariants is studied. A special integrity basis

for C[P+ ]SU(2)⊗SU(2) is described, and the constraints on its elements imposed by the positive semidefiniteness of
density matrices are given explicitly in the form of polynomial inequalities. The suggested basis is characterized
by the property that the minimum number of invariants, namely, two primary invariants of degree 2, 3 and one
secondary invariant of degree 4 appearing in the Hironaka decomposition of C[P+ ]SU(2)⊗SU(2), are subject to the
polynomial inequalities. Bibliography: 32 titles.

1. Introduction

���
����� �
 ��� ������� ���
��� ��� �
��
������ 
� ��� ������� �
�� ��������� ������ �� � ��� ���� ��  ���
��!����� ��
� ��� ������� � ���������  ����� �� ���  ��� 
����� 
� ��� ������� �"
��� ��#����
�� 
� ���� ����
������� �  ������ 
� "����
$��� �������� ��
� ��� %�������&'
�
��(�&)
��� "����
$ ��� ��� ���
�� *���+
������
��� ������� ���� �
� ��� � ,�&-.� /��� �
����� ��� ��� 
� ��� 01�� �������� ���� �� ����� �� �����
�
���
���� �
���
����� ������� �
������� 2����� �������� ��� "�������� �""�
��� �
 ��� "�
2��� "
��� ������
��
�
�������� ��� "�������� ����� 
� ������� �
��
������� 3�� ���� �
� ��� �����4���
� 
� ������� �
���������
��
��� ������
� 
� � ������� �
�"���� ���� ,5.�

3�� ��!������ 2������ ������� ��� ��������� �
�������
�� ��� �  ��� �����"����� ������������ 2��(��
����
/�� ��� ������� �
������� �� �
�"����� ��� 2���� ������ 
� ��������� ��� ������� �
�"������ 2��� ��� ��2����
6���� �� ��2������ �72�� ������ ��� 2� ������
���� ���
 ��
���� 
�� 2� � �
7������ 8�
��� ������
�����
�9 ������

� ��� �
��������� 2���� �� ��� ������� ���� ���� �� ���� �
� 
��7��2�� ������ 
���� :� 
���� �
���� ��� ����
� 
�
8�
��� ������
�����
��9 ������ �
 2� ���������� �
� �����7��2�� ������� ,�� 
.� 3�� ����
� 
� �
��� ������
�����
��
�"���� ��� �"��� 
� �� ��2������ ������� ������ ���
 ���� ������ �������� ���� ����� 2���� ����������4�� 2�
��!����� �
��
��� "�
"������ ,�.� 3�����
�� ��� "�
2��� 
� ������;����
� 
� �
��
�������� �� � ������ 
� � ��2���
������� �
 ��� ������������ "�
2��� 
� ������"��
� 
� 
�2��� 
� ��� 8�
���9 ��
�" ����
� 
� ��� �"��� 
� ������
,	� �.� 3�� �
����"
����� 
�2�� �"���� E�� �� ������ �� ��� 8�����	
����� ���
�9 ,�� 
.� <
� ��� ����������4���
��
��� ������������ �
������� 2���� 
� ��� ��������� ���
�� 
� �� ������� =��� ,�1� ��.> �� 
���� �""����� :� ����
�""�
���� �� 
���� �
 ��"����� 
�2���� ����� �
 ����
���� �

�������� 
� ��� 
�� ���� "
���
����� �� ��� ��������

� ��� ������� �������� �� ������ ����� ��� �
��� ������
�����
���

3�� ������������ �"��� ��� � ������ �
���� ��� ��
������ ��� �
"
�
����� ��������� ,
� �0.� 3�� �
�"��$���

� E� ����� ����"�� �� ��� ���2�� 
� ��2��� ��
��� 3��� ��(�� �
�"�����
��  ��� ����
��� ?
�� ��� �
� ���
���"����� 07��2��� ������� ��� �""�
��� 2���� 
� ��� ��������� ���
�� 
� �� ������� ���
�� 
�� �
 
2���� � ������

� ��"
����� ����2���� ������� ���������� ��� "�
"������ 
� E�� ��� ,�� �-� �5.�

3���� �� 
�� ������� �
�"������
� ���� ��� ������"��
� 
� E�� ���
����� �
 "������� ������������� �������
�������� ��
��� 2� "
���� � ������;���� ,��&��.� 3�����
��� ��� �"��� 
� ��� �
��� ��
�" ����
� �� �
� � ������
�"���� 2�� ������ � ������� ��������2����  ������ P�� �""����� ��� ��������� ���
�� 
� �� ������� �
 ��� �
�7
�������
� 
� ��� 
�2�� �"���� 
�� ��
��� ��(� ���
 ���
��� ���� ������������� :� ��� "������ �������� ���� "�
2���
�� �����4��� ��� � �������� �
����
� �
� ��� ���� 
� 0 ��2��� �� 
2������� <
� ���� ����
�� ��� ������;��������

� ������� �������� �� �
�������� �$"������� �� ��� �
�� 
� "
���
���� ������������ �� ��� ������� 
� ��� ��@
���
����
� 
� ��� ��
�" *�=0>⊗ *�=0>� A
��
 ��� �� ��������� 2���� �
� ��� "
���
���� ���� �,P� .�����⊗����� ����
�������� ��� ������� ���2�� 
� �������� ��2@��� �
 ��� �2
 � ������������ ���� 2� "���������

/�� "��� �� �� �
��
��� 6� ������ �� *���� 0 ��� -� ���� � 2���� �� ��� 
� ��������� �
��
�� ��
� �������
��������� "������ ���� ���
 � �
���$� �����2�� �
� ��� ����������4���
� 
� ������������ ������ ��� ���������

∗Joint Institute for Nuclear Research, Dubna, Russia, e-mail: gerdt@jinr.ru.

∗∗Razmadze Mathematical Institute, Tbilisi, Georgia, e-mail: akhved@jinr.ru.

†Institute of Applied Physics, Chisinau, Moldova, e-mail: palii@jinr.ru.

Translated from Zapiski Nauchnykh Seminarov POMI, Vol. 373, 2009, pp. 104–123. Original article submitted September
21, 2009.

��� ��������	
��
��������� �©���� �
������ ���������������� ������ ����



���
�� 
� �� �������� <������� �� *��� 5� �� ���� � � ������ 
� "
���
���� ������������ �� ��� ������� 
"����
��

� ��� �� ��
"��� ����2�� ��=5> ���� ������2�� ��� �"��� P� � 3�(��� ���
 ���
��� ����� ������������� �� ��� ����
�����
� �� �
������� �� ��������� 2���� �
� ��� ���� �,P� .�����⊗������

2. The space of states
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1The special class of idempotent matrices, satisfying �2 = ρ, corresponds to the so-called pure states, whose description reduces
to the usage of rays in a Hilbert space. A mixed state is a mixture of pure states.

2The explicit form of the σ-matrices is given below, in Sec. 5, formulas (24).
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3. The entanglement space
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3Unfortunately, the application of the existing algorithmic methods, including the Gröbner bases technique, to the analysis of the
ring of polynomial invariants for multipartite systems is not effective due to the sharp growth of the number of algebraic operations
with the increase of the number of qubits.
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4A description of P+ similar to that given here can be found in [27–29].
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