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У Р А В Н Е Н И Я С Ч А С Т Н Ы М И П Р О И З В О Д Н Ы М И — 

УДК 517.956.32 

О КОРРЕКТНОЙ ПОСТАНОВКЕ НЕКОТОРЫХ 
НЕЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

@ 2003 г. С С. Харибегашвили 

В последнее время особый интерес вызывают нелокальные задачи для некоторых классов 
уравнений в частных производных. В определенной степени это связано с тем обстоятель
ством, что нелокальные задачи возникают при математическом моделировании некоторых 
физических и биологических процессов. Для уравнений эллиптического и параболического 
типов этим вопросам посвящено большое число работ (см., например, [1-11]). Отметить также 
работы [7, 12-17], в которых рассматриваются уравнения гиперболического типа. 

В настоящей работе исследованы некоторые нелокальные задачи для волнового уравнения 
в случае одного и двух пространственных переменных. 

1. В этом пункте рассмотрим волновое уравнение с одной пространственной переменной 
(уравнение колебаний струны) 

•i t* := ии - и х х = 0. (1) 

Обозначим через D характеристический четырехугольник уравнения (1) с вершинами в 
точках 0 ( 0 , 0 ) , А ( 1 , 1 ) , В(—1,1) и С(0 ,2 ) . Пусть J : OA -» ОС - отображение, переводящее 
точку Р Е OA в точку J(P) Е О С , лежащую на характеристике семейства х + t = const, 
проходящей через точку Р , т.е. если Р = (ж, х) Е OA, то J(P) = (0,2х) Е ОС. 

Для уравнения (1) в области D рассмотрим нелокальную задачу в следующей постановке: 
найти регулярное в области D решение u(x,t) уравнения (1), непрерывное в В и удовлетво
ряющее условиям 

ti(P) = <p(P), Р Е О Б , (2) 

u(J{P)) = тх(Р), Р Е OA, (3) 
где (р - заданная непрерывная функция на отрезке О В характеристики х + t = 0. 

Легко проверить, что задача (1)-(3) не является корректно поставленной, поскольку соот
ветствующая ей однородная задача имеет бесконечное множество линейно независимых реше
ний вида и(х, t) = ф(х + * ) , где ф(х) - произвольная функция класса С([0,2]) П О 2 ( ( 0 , 2 ) ) , 
причем ф(0) = 0. 

Теперь рассмотрим эту же задачу для уравнения 

( • i + Х)и := ии — и х х + Хи = 0, А — const ф 0. (4) 

В новых переменных £ = 2~l(t + x), т? = 2~l(t — x) задача (4), (2), (3) в соответствующей 
области £2 : 0 < £ < 1, 0 < г / < 1 плоскости переменных £, т/ перепишется в виде 

Vfr + Xv — 0, (5) 

v ( 0 , r / ) = ^ ( f / ) , 0 < т / < 1 , (6) 

* ( & 0 = Ж , 0 ) , 0 < £ < 1 , (7) 

Как известно, любое решение v(£,rj) уравнения (5) класса С(£2) П С 2(£2) представимо в 
виде [17, с. 66] 

vfo v) = 0; vMZ, 0) + Д(0, г?; r,)v(0, г,) - Д(0,0; 7 ^ ( 0 , 0 ) -
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- J т°£ "> . ( „ , 0) ia - ] m°g

T; {- "> „ ( 0 , r ) dr, (8) 
о о 

где i ? (£ i ,77 i ;£ ,77) - функция Римана для уравнения (5). 
Функция Римана -R(£I ,T / I ; £ ,77 ) ДЛЯ уравнения (5) может быть представлена с помощью 

функции Бесселя нулевого порядка в виде [18, с. 455] 

ОО ч д. 

Д«ып; 6 v) = - 6)0? - m ) ) = £ ( - i ) * 7 i n 2 « " Ъ)к(ч ~ ъ)к- W 

Подставляя (8) в (6) и (7) и учитывая (9), относительно неизвестной функции ф(£) = ^(£,0) 
получим уравнение Вольтерра первого рода 

j <т; Х)ф(а) da = / ( £ ) , 0 < £ < 1; (10) 

здесь 

А) : = Л + £ ( - ! ) * « i £ g - < , ) * - ' { ' - > , (11) 

/ ( 0 : = - У * ( £ т ; А М т ) ^ ( 1 2 ) 
о 

Если уравнение (10) разрешимо в классе непрерывных функций С([0,1]) , то / ( £ ) G 
G С 1 ([0,1]) и, дифференцируя обе части равенства (10), в силу (11) получаем 

W(0 + / ag(^g;AW) ̂  = /'(О, о < е < 1. (13) 
о 

С учетом (11) и (12) будем иметь 

л о - - м о - / * • ( „ 0 ) < ^ _ 0 ^ < * - . > . ( !4 , 

Из (13) и (14) непосредственно вытекает следующая 
Теорема 1. Задача (4), (2), (3) в классе C(D) П C2(D) не может иметь более одного 

решения. Для любой функции <р, такой, что (</?(£) — ¥>(0))/£ G С 3 ( [0 ,1 ] ) , задача (4), (2), (3) 
имеет единственное решение u(x,t) в классе C2(D). 

Замечание 1. Поскольку (<р(£) — </>(0))/£ = JQ {р'ИТ) dr, то в теореме 1 достаточно потре
бовать, чтобы (р G С 4 ( [0 ,1 ] ) . 

Замечание 2. Отметим, что теорема единственности для задачи (4), (2), (3) справедли
ва также в классе обобщенных решений u(x,t) класса C(D), т.е. когда u(x,t) G C(D) и 
(щОхш + XGU)L2(D} = 0 для любого и G CQ°(D). При этом представление (8) имеет место и 
для обобщенных решений уравнения (4) класса C(D). Для существования обобщенного ре
шения u(x,t) задачи (4), (2), (3) класса C(D) достаточно потребовать, чтобы <р G С71([0,1]) 
и (р G С 2 ( [ 0 , е]) для сколь угодно малого е > 0. Здесь (*,-)l 2(£>) обозначает скалярное произ
ведение в пространстве L,2(D). 
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Замечание 3. Как легко проверить, для уравнения (1) корректно поставлена нелокальная 
задача, в которой вместо (3) задано условие 

2х 

j uds:= ju(0,t)dt = u(P), P(x,t) G OA, (15) 

OJ(P) о 

а условие (2) остается прежним, т.е. задача (1), (2), (15), где OJ(P) - прямолинейный отрезок, 
соединяющий точки О и J ( P ) . 

2. В этом пункте для волнового уравнения 

• 2 ^ : = ии — u X l X l - иХ2Х2 = 0 (16) 

с двумя пространственными переменными рассмотрим один многомерный вариант нелокаль
ной задачи (1), (2), (15). Приведем понятия слабых и сильных обобщенных решений урав
нения (16) класса C(D), а также одно свойство этих решений, записанное в интегральной 
форме, на основе которого рассмотренная ниже задача будет редуцирована к интегральному 
уравнению. 

Обозначим через D : —t < х2 < t, 0 < £ < + о о , двугранный угол, гранями которого явля
ются характеристические поверхности S\ : t — х2 = 0, О < t < + о о , и S2 : t + х2 = О, 
О < t < +00, уравнения (16). Пусть J±{P) - точка пересечения с плоскостью х2 = О 
бихарактеристического луча £±{Р) : х\ =• х\, х2 = х® — т, t = t° ± г, 0 < т < + о о , 
уравнения (16), проходящего через точку Р(х\,х®,t°) G 5 i , т.е. t° = х® > 0. Очевидно, что 
J±(P) = (а;?, 0,^2 ± я*]). Обозначим через t+(P) координату точки J + ( P ) относительно оси 

т.е. t+(P) = 2х% 
Рассмотрим нелокальную задачу в следующей постановке: найти в области D решение 

u(x\,x2,t) уравнения (16), удовлетворяющее условиям 

и(Р) = <р(Р), PeS2, (17) 

t+(P) 

J uds:= j u(xi,0,t)dt = u(P)+n(P), P{x\,x0

2,tQ) <E Su (18) 

J-(P)J+(P) о 

где fj, и <p - заданные функции на S\ и S2, удовлетворяющие на Si П S2 условию согла
сования (ц + (p)\sins-2 — 0, a J-(P)J+(P) - прямолинейный отрезок, соединяющий точки 
J _ ( P ) и J+(P). 

Определение 1. Функцию u(x\,x2,t) назовем слабым обобщенным решением уравнения 
(16) класса C ( D ) , если и G C(D) и эта функция удовлетворяет уравнению (16) в смысле 
обобщенных функций [19, с. 8], т.е. (и,U2UJ)L2^ := JDuD2udD = 0 Vo; G CQ°(D). 

Определение 2. Функцию u(x\,x2,t) назовем сильным обобщенным решением уравне
ния (16) класса C ( D ) , если и G C(D) и для любой подобласти компактно вложенной 
в D (т.е. D\ является компактом и D\ С J9), существует последовательность ип регу
лярных решений уравнения (16) класса C2(D\), стремящаяся к и в пространстве C(D\) : 
\\ип - ^ l l c ( D i ) 0 П Р И п °°* 

Обозначим через E(r,t,r) функцию Вольтерра [17, с. 83] 

E(r,t,T) = — log ^ , r2 = ^2(Xi-yi)2, (19) 
г=1 

представляющую собой решение уравнения (16) внутри конуса 

K x > t : t - T - r = 0, х = (хъх2), (20) 
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характеристического для уравнения (16). Это решение обращается в нуль по конусу (20), но 
имеет особенности вдоль его оси г — 0. Пусть Sl

xt, (x,t) G D, - часть поверхности Si, лежа
щая внутри конуса Кх^ г — 1,2, a Sxj = S^j U S 2

t . Как известно, для любого регулярного 
решения и(х, t) уравнения (16) класса C2(D) имеет место интегральное равенство [20, с. 96] 

t 

Ju(xux2,r)dr = j \u ^ - E(r,t,T) 
du 
dN 

X2 Sx,t 

ds V(x,t)eD, (21) 

где N - единичный вектор конормали к Sxj в точке (у, т ) G Sxjj т.е. 

N = (COS ПХ\, COS ПХ2, — cos nt), n = (cos ПХ\, COS ПХ2, cos n?) 

- единичный вектор внешней нормали к в точке (у, г ) G S ^ , причем в правой час
ти равенства (21) переменными интегрирования являются у = (yi,y2) и т - Очевидно, что 
J\T|5i>t = ( 0 , 1 / V 2 , 1 / V 2 ) , N\S2t = ( 0 , - 1 / V 2 , 1 / V 2 ) . 

Учитывая, что E\xx<t = 0 и на характеристической поверхности SX)t дифференцирова
ние по направлению конормали d/dN является внутренним дифференциальным оператором, 
интегрированием по частям равенство (21) приведем к виду 

1 2 хг-у/г^Щ 

+ 2 

З а м е ч а н и е 4 . В характеристической полуплоскости Si : t — х2 — 0, 0 < t < + о о , введем 
декартову прямоугольную систему координат точек yi , yf

2, одной из осей которой является 
ось Oyi , совпадающая с осью Ох\, а вторую ось Оу2 направим вдоль бихарактеристического 
луча с направляющим вектором ( 0 , 1 / \ / 2 , 1 / \ / 2 ) . Ниже, говоря о функции д, определенной на 
поверхности S\ или на S].t С S\, будем считать, что она является функцией переменных yi, 
У2, т.е. g = g{y\,y2). Очевидно, что (dg/dN)\Sl = dg(yi,y2)/dy2, причем на Si : ds = dyidy2. 

Л е м м а 1. Оператор T i , действующий по формуле 

(Tl9)(x,t) := f 9 д Е { Г

д ^ Т ) ds, (x,t)€D, (23) 

el 

является линейным непрерывным оператором из пространства С (Si) в пространство 
C(D), причем 

( З Д ( М ) = 0 , (x,t)eSiUS2. (24) 

Оператор То, действующий по формуле 

также является линейным непрерывным оператором из С (Si) в C(D), причем 

(T0g)(x,t) = l- j g(xi,y'2)dy,

2, (x,t) G Si ; (T0g)(x,t) = 0, (x,t) G S2. (25) 
о 
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Доказательство. С учетом того, что на поверхности Si переменные у\, у 2 , т, где у 2 = т, 
связаны с переменными у\, у'2 равенством т = у 2 / \ / 2 , будем иметь 

2ч/2тг(dE(r,t ,r)/dN)\ S l = ((* - т)2 - (xi - y i ) 2 - (х2 - у2)2Г1'2 -

- (t - Т)(Х2 - y 2 ) [ (x i - y i ) 2 + ( х 2 ~ У2?Г1{{1 - Г ) 2 - (Xi - y i ) 2 - (Х2 - У з ) 2 ) " 1 / 2 = 

= ((* - y'2/V2)2 - (xi - y i ) 2 - (х2 - y'2/V2)2)-V2 -

-(t-yyV2)(x2-yyV2)[(x1-yi)2Hx2-yyV2)2)-\^ 
(26) 

Как легко видеть, когда точка (ж,t) принадлежит D, граница dSxt плоской области S x t 

состоит из верхней части параболы 7 ^ : у2 — —(y/2(t — x2))~l(yi — х\)2 + (t + х2)/у/2, у2>0 

и отрезка дх t : х\ — \/t2 — х\ <У\<х\ + y/t2 — х\, у2 = О в плоскости переменных yi , у2. 
В новых переменных z\, z2: 

у2 - V2x2 = (t- x2)z2, У\ — х\ — (t — x2)zi (27) 

имеем 

(t - y 2 / v / 2 ) 2 - (xi - y i ) 2 - ( x 2 - y 2 / v / 2 ) 2 = (t- x 2 ) 2 [ l - V2z2 - z2}, 

(*i - y i ) 2 + (x2 - y'2/V2)2 = (t- x2)2[z2 + z 2

2 / 2 ] , (28) 

(t - y'2/V2)(x2 - y'2/y/2) = 2 - 4 * - x 2 ) [ z 2 - V2}z2. 

При преобразовании (27) область S * t перейдет в плоскую область Q.X2,t '• 

-(V2/(t - х 2 ) ) х 2 <z2< (1/л/2)(1 - z2), -((* + x2)/(t - х2))1'2 <zx< ((t + x2)/{t - x , ) ) 1 / 2 , 

ограниченную параболой z2 = ( l / \ / 2 ) ( l — z2) и прямой z2 = —(\f2/(t — x2))x2 в плоскости 
переменных z\, z2, 

В силу (26)-(28) равенство (23) перепишется в виде 

(Tl9)(x,t) = (t-x2) J Gi(zuz2)g(xi + (t-x2)zuV2x2 + (t-x2)z2)dzldz2, (29) 

где 

Gi(zuz2) := (2V2n)-1(l - V2z2 - z 2 ) ^ 2 - (^тг)'1 Z2(Z2 - V2)[z2 + z%/2]~1(l - V2z2 - z 2 ) ^ 2 . 

При (ж, t) G D , т.е. при t > \x2\ легко показать, что J n t \Gi(zi,z2)\dz\ dz2 < +00, откуда 

в силу представления (29) непосредственно следует непрерывность функции Tig в точке (ж, t), 
если g G С (Si). 

Пусть теперь (x°,t°) G S i , t° > 0. Обозначим через Hx,ti (x,t) € D, прямоугольник 
\у ~ x i \ < \ А 2 ~~ х\, 0 < у2 < ((t + х2)/у/2), в плоскости переменных yi, у2. Очевидно, что 
Slt С Ux,t- Поэтому при D Э (x,t) —> (x°,t°) плоская область S ^ стягивается в отрезок 
/ = { (^1,^2,^) G Si : х\ — х\, х2 — т, t ~ т, 0 < г < ^ ° } , который в плоскости переменных 
2/1, у2 (см. замечание 4) представляет собой отрезок / : yi = х\, 0 <у2 < y/2t°. Поскольку 
g G C ( S i ) , то для любого е > 0 найдется такое число 5 = 5(e) > 0, 6 < е, что при \х — х°\ < 6, 
\t — t°\ < 6 будем иметь 

|<7(УЪУ2) - < ? « 2 / 2 ) 1 < е, (УЪУ'2) 6 S l t t . (30) 
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Полагая а 2 = (t — y'2/y/2)2 — (x2 — y'2/\/2)2 = (t — X2)(t+X2 — \/2у'2), а > О, легко видеть, что 

У 2 \ / 2 т г 
Sx,t 

9(х°, У2) 
((« - y 2 / v / 2 ) 2 - (яя - У 1 )2 - (х2 - y'2/s/2)*)V* 

xi+a 
0 nJ 

dyi dy'2 = 

(Н-ж2)/л/2 
. y i - x i 

arcsin 

x\ —a 

y!=xi+a 
(t+x2)/y/2 

^ 2 = 7 7 = / 9(Х°ЪУ2)<1У2. 
yi=x\-a Ay I J 

(31) 

0 * 0 
Очевидно, что последнее равенство можно переписать в виде 

(t+x2)/y/2 

± ( З Д О М ) = / 9{хЫ)дЕ{ГпТ)
 * = ^Д J 9(4,y'2)dy'2, (32) 

где g(yi,y'2) := g(x4,y'2), Т 0 - оператор из (25), и -dE(r,t,r)/dt = дЕ{г,Ь,т)/дт = 
= (2Tt)-l((t - г ) 2 - r 2 ) - 1 ^ , r 2 = { x i _ y i ) 2 + { Х 2 _ у з ) 2 

Из (32) следует, что 

2y/2(T0l)(x,t)=t + x2. (33) 

Полагая М = max |ff(#i>2/2)l и учитывая, что t° = х2 на Si, при \х — х°\ < 5, 
0<г/2<л/2(*0+е) 

|t - 1 ° | < 6 в силу (ЗО)-(ЗЗ) будем иметь 

V2t° 

(T0g)(x9t)-± j g(xlyf

2)dyf

2 

(t+x2)/V2 y/2t° 

(То[9(уиу'2)~9(х1уШ^) + 1 J 9(^yf2)dyf2-l f g(xi,y'2)dy'2 < 

(t+x2)/V2 

< £ | ( T 0 l ) ( M ) | + i | J I/a) < + ж 2 | + ^Af | - ^ ( * H- я:2) - л/2*° 

= [e\t + x2\ + M\(t - t°) + (X2 - x%)\]/(2y/2) < 

< [e(\t - t°\ + \x2 - x°2\ + |t° + x°2\) + M(\t - t°\ + \x2 - x°2\) ]/(2y/2) < 

< [e(2S + 2t°) + 2SM]/(2y/2) <(e + t° + M)e/y/2. (34) 

Из (34) непосредственно следует непрерывность функции Tog в точке (x° , t ° ) € Si , а 
также первое из равенств (25). Непрерывность Tog в произвольной точке (x°,t°) Е S2 и 
второе равенство из (25) доказываются аналогично. 

Введем в рассмотрение оператор (Log)(x,t) :— J 9 i Go(x,t;yi,y2)g(yi,y2) dy\ dy2, где 

G0{x,t;yi,y'2) := 
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/ 1 х\/а2 + Ь2 . . _ . _ 
ах = . - arctg — . + const, о ф О, а ф О, 

(Ь2 + х 2 ) \ / а 2 - * 2 Va2 + fe2 Ь Ь^а 2 - rr2 

по аналогии с (31) будем иметь 

(L0g)(x,t) = j Gb{x,t\yi,y'2)g(x\,y2)dyidy2 

sit 

y/2x2 (t+x2)/V2 

0 V2x2 

xi+a 
f to ~ i^/VS) 

[ ( X 2 - y 2 / ^ ) 2 + (У! - * i ) V « 2 - ( l / l " Ж 1 ) 2 

xi —a 

л/2я2 ( t + x 2 ) / \ / 2 yi-x\=a 

dy2 

y i - X l - - a 

V2x2 (t+x2)/y/2 

= 275 I ^ У ' 2 ^ У 2 - ^ Д f ^ ? , У 2 ) ^ 2 , (35) 
0 y/2x2 

где д(УъУ2) : = 0 ( s ? , i / 2 ) . 
Отметим, что второе слагаемое в (35) стремится к нулю, когда D Э (x,t) -> (x°,t°) G Si , 

так как при этом л/2х 2 ->• и (t+x2)/y/2 -> \ /2*° . Из (35) так же, как и при доказательстве 
непрерывности функции Tog в точке (я°,£°) G S i , следует непрерывность функции Log в 
точке {x°,t°) G Si , причем 

y/2t° 

(Log)(x\t°) = ^ = J g(xW2)dy'2, ( s ° , * ° ) e S i . (36) 

о 

Теперь, поскольку T\ = То/л/2 — Lo, получаем, что функция Т\д непрерывна в точке 
(ж 0 , * 0 ) G Si , причем в силу (25) и (36) будем иметь (Tig)(x°,t°) = 0, (x°,t°) G S b Анало
гично доказывается непрерывность функции Tig в точках множества S2 и (T i^ ) (x° , t ° ) = О, 
(ж°,£°) G S2, а тем самым и равенство (24). 

Из этих же рассуждений следует непрерывность оператора 7 \ , действующего из простран
ства C ( S i ) в C(D) в следующем смысле. Пусть X - произвольное компактное подмножество 
из Si, Dx - множество тех точек (х, £) из D, для которых S x t С X , и пусть Dx Тогда 
найдется такая положительная постоянная с = с(Х), что для любого д G C ( S i ) справедли
во неравенство НТ^Ис^Дх-) < с р 0 1 Ы 1 с ( Х ) - В таком же смысле имеет место непрерывность 
оператора То, действующего из пространства С (Si) в C(D). Тем самым лемма 1 доказана. 

Замечание 5. Отметим, что лемма 1 остается справедливой, если вместо поверхности S], t 

рассмотреть S 2

t при соответствующих операторах То и 7 \ . 
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(t-y'2/V2)(x2-y'2/V2) 
2V2* [(х! - У 1 ) 2 + (х2 - y'2/V2n(t - y'Jsfty - {хх - у:) 2 - (х2 - у'2/^2)^' 

Отметим, что на отрезке 0 < у2 < (t + х2)/у/2, где (x,t) G D , т.е. t > \x2\, функция 
(x2 — y2/\/2) положительна при 0 < y2 < \/2x2 и отрицательна при \/2х2 <у2< (t + x2)/\/2. 
С учетом этого и легко проверяемого равенства 
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Лемма 2. Эквивалентны следующие условия: 
i) функция и является слабым обобщенным решением уравнения (16) класса C(D)\ 
ii) функция и является сильным обобщенным решением уравнения (16) класса C ( D ) ; 
iii) функция и принадлежит классу C(D) и для любого (x,t) G D справедливо равен

ство (22). 
Доказательство. Условие ii) следует из i) . Действительно, пусть и является слабым обоб

щенным решением уравнения ( 1 6 ) класса C(D). Обозначим через u£(x,t) = e~3u)°(x/e,t/e), 
е > 0, функцию усреднения, где о; 0 G С £ ° ( Я 3 ) , / u ° ( x , t ) d t = 1, и0 > 0 , suppu0 = {{x,t)eЯ3: 
\х\2 + t 2 < 1 } [17, с. 9 ] . Пусть D\ С D - подобласть, компактно вложенная в D , а е меньше 
расстояния 5 > 0 между множествами D\ и 3D, Тогда в силу свойств операции свертки 
[19, с. 9 и 23 ] функция ие — и * ш£ принадлежит классу C ° ° ( j D I ) , В D\ является классиче
ским решением уравнения ( 1 6 ) и при е —> 0 сходится к и в норме пространства C(D\), т.е. 
имеет место условие ii). 

Если выполняется условие ii), то, как легко видеть, функция и£ = и*ш£ G C°°(D£) являет
ся классическим решением уравнения ( 1 6 ) в замкнутой области D£, где D£ : —t + y/2e < х2 < 
<t — у/2е, у/2е <t< + о о . Пусть Sxj,,£, ОМ) £ De, ~ часть границы dD£, лежащая внутри 
характеристического конуса Kxj из ( 2 0 ) . Тогда для решения и£ уравнения ( 1 6 ) справедливо 
интегральное равенство ( 2 2 ) , в котором вместо D и Sxj взято D£ и Sxj,£

 и которое обо
значим через ( 2 2 Е ) . Поскольку в силу леммы 1 линейные операторы, представленные левой и 
правой частями равенства ( 2 2 Е ) , являются непрерывными в соответствующих пространствах 
непрерывных функций, а функция и G C(D) и для любой подобласти D\ С D, компактно 
вложенной в D , имеем lim \\и£ — ^\\C(DI) = >̂ т 0 ' п е Р е х ° Д я в интегральном равенстве ( 2 2 Е ) к 

пределу при е - » 0 , получим ( 2 2 ) . Следовательно, из ii) следует iii). 
Таким образом, нам осталось лишь показать, что из iii) следует i) . Действительно, пусть 

и G C(D) и для любого (x,t) G D справедливо интегральное равенство ( 2 2 ) . Возьмем про
извольную функцию ш G CQ°(D) И введем в рассмотрение множество = U(x,t)esuppuSxj, 
г = 1 , 2 . Очевидно, что Бъ

ш С Si, г = 1 , 2 . В силу теоремы Вейерштрасса существует последова
тельность функций Рп G C°°(Si)1 diam supp /^ < + о о , i = 1 , 2 , такая, что | | / n — ^ | S i l l c ( S i , ) ~* 0 
при п -> оо. В работе [20, с. 98] доказано существование единственного решения ип G C°°(D) 
уравнения ( 1 6 ) , удовлетворяющего краевым условиям ип\з{ = г = 1 , 2 , для которого 
справедливо интегральное равенство ( 2 2 ) . Так как — г4 |5» | | с (^) ~* ® П Р И п ~* 0 0 ? т 0 

в силу леммы 1 существует предел в правой части равенства ( 2 2 ) , а в таком случае су
ществует и предел в левой части этого равенства, т.е. последовательность vn(xi,X2->t) = 
= f*2 un(xi,X2,r) dr стремится к некоторой непрерывной функции v(x\,Х2, t) в топологии 
пространства C(D). Но dvn(xi,X2,t)/dt — un(x\,X2,t) является решением уравнения ( 1 6 ) . 
Далее, согласно условию iii) и лемме 1, имеет место равенство и(х\,Х2^) — ^ и(х\, Х2, т) dr. 
Поэтому функция и = dv/dt является слабым обобщенным решением уравнения ( 1 6 ) , так 
как ( u , D 2 a ; ) L 2 ( D ) = (dv/dt,a2u))L^D) = - ( v , ( 5 / 9 * ) П 2 о ; ) ^ ( л ) = - J ™ ^ * ' (д/dt)U2Lo)L^D) = 
= lim (dvnldt,\22U))Lo(D\ = lim ( u n , •гСлОьлт = ^ m 0 = 0, что и доказывает лемму 2 . 

Замечание 6. Ниже без ограничения общности будем считать, что в задаче (16)—(18) 

u \ S l n s 2 = H s i n s 2 = »\Slns2 = °> (3?) 

поскольку в противном случае, если <^|5,ns 2

 = Hxi) Ф 0? т 0 функция \{t+X\) также является 
решением уравнения ( 1 6 ) , и новая неизвестная функция и\{х\,Х2-,£) = u{x\,X2,t) — X(t + х\) 
удовлетворяет уравнению ( 1 6 ) и краевым условиям 

ui(P) = v>i(P), PeS2; j u1ds = u1{P)+fi1{P), P e S u 

j _ ( p ) j + ( p ) 
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в которых в силу условия согласования (/i + ф)\s1ns2 — 0 имеем ui\sxr\s2 = 4>\\s\nS2 = 

= V>\\sic\s2 = 0. 

Будем искать решение задачи (16)—(18) в классе обобщенных решений уравнения (16) клас
са C(D). Тогда в силу леммы 2 краевое условие (18), когда Р = (xi,t/y/2,t/y/2) G S i , т.е. 
J(P) = (# i , 0 , y/2t), с учетом (17), (37) и интегрального равенства (22) в соответствии с заме
чанием 4 запишется в виде уравнения 

# c i , t ) - J B{xut;y1,y'2)if)(yuyf

2)dy1dy'2 = f(xut) (38) 

SJ+(P) 

относительно неизвестной функции ij)(xi,t) : = u\s\ = u(xi,t/y/2,t/y/2). Здесь в силу 

(26), (37) 

/ ( * ! , * ) : = 2 J < p d E { r ^ T ) ds-^xut), / | 5 l n s 2 = 0, (39) 

2y/27rB(xut]yuy'2) := -4y/27r(dE(r,V2t,T)/dN)\SI _ = 

= - 2 ( ( V 2 < - r ) 2 - ( Ж 1 - У 1 ) 2 - T 2 ) - V % = y y V 2 - -

- 2r(V2t - T)[(Xl - m)2 + r2)-H(V2t - r)2 - (Xl - У 1 ) 2 - r 2 ) - " 2 \ r = ^ = 

= 2{2t[t - y'2 - (2t)-1(x1 - y i ) 2 ] ) " 1 / 2 -

- У2(2< - - У1? + y?/2]-\2t[t - y ' 2 - (2t)-1(x1 - уг)2]Г1/2. (40) 

Для оценки интегрального члена в левой части уравнения (38) воспользуемся следующими 
соображениями. При преобразовании у\ = х\ + tz\, у2 = tz2 область £ } + ( р ) перейдет в 

область £2з : —у/2 < z\ < у/2, 0 < z2 < — (l/2)z\ + 1 плоскости переменных z\, z2. В свою 
очередь область £2з при преобразовании z\ = сг, z2 = — (2т) " V 2 + т перейдет в треугольник 
Г2з : 0 < г < 1, —у/2т < а < у/2т плоскости переменных <т, т (парабола z2 — — ( 2 т о ) - 1 2 : 2 + т о 
при фиксированном то £ (0,1] переходит в отрезок т = то, — л/2то < а < у/2то). При этом 
легко видеть, что 

d(yuy2)/d(zuz2) = * 2 , (2:1,2:2) G ft3, (41) 

1 < d(zuz2)/d(a, т ) = 1 + < 7 2 / ( 2 т 2 ) < 2, < 7 2 / ( 2 т 2 ) < 1, (а, т ) G ft3- (42) 

В плоскости переменных z\, z2 введем в рассмотрение области : —у/2/А < z\ < У/2/4, 

0 < 2:2 < — 2z\ + 1/4 и О 5 : z\ + z2 < 1/4, 2:2 > 0. Легко проверить, что Q4 С 0>ь С Лз и тем 
самым £23 \ ^ 5 С Пг \ f t 4 , поскольку д/1 /4 - z{ < 1/2 < 7/8 = —(1/2) (1 /2) 2 + 1 < - ( 1 / 2 ) * ? + 1 
При |z i | < 1/2, - 2 * 2 + 1/4 < 1/4 < 1/(2>/2) = у/1/4 - 2 ( 1 / 4 ) 2 < y/l/4-z% при |*i | < л/2/4. 
При этом с учетом (42) имеют место неравенства 

(1 + а2/(2т)Г1/2д(гиг2)/д(а,т) < 2, ( а , г ) € fi3, 

1 - z 2 - ( l / 2 ) z 2 > 1 - 1/2 - (1 /2) (1 /4) = 3/8, (zuz2) € fi5, 

* 2 ( 2 - z 2 ) ^ 2z2 , п 2 - z 2 4 
[z 2 + z f /2 ] - ( 2 " Z 2 ) ~ 2 (* 2 + - ( z 2 + ' С * ь ^ ) е 1 1 в , 

[ z 2 + z 2 / 2 ] ( 2 ( l - z 2 - z2/2))V* ~ ( 2 ( 3 / 8 ) ) V 2 ( ^ + z 2 ) 1 / 2 31/2(^2 + z2y/2' 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 39 № 4 2003 8* 



548 ХАРИБЕГАШВИЛИ 

z? + zl/2- z\ + zi " 1/4 

Поэтому в силу (40)-(42) будем иметь 

J \B(xi,t;yi,y'2)\dyidy2 = j \B{xi,t;xx + tzutz2)\t2 dzx dz2 = 

5 V > П з 

t f 1 /• z 2 (2 - * 2 ) 
" У (2(1 - z\ - zj/2))^ d Z l d Z 2 + 2V27T J \z\ + z 2 /2](2(l - z2 - z 2 /2 ) ) V2 d Z l ^ ~ 

1 уДт 
t f , f 1 d(Zl,z2) 

~V2KJ J ( 2 ( l - r ) ( l + < r 7 ( 2 r ) ) ) i / 2 d(a,r) 
0 -V2T 

, t f z2(2 - z2) 
2V2tt У [z\ + z | /2](2(l - z 2 - zf/2))V* M l ^ 2 + 

n s 

, t f z 2 (2 - z 2 ) 
У [ г

2 + ^ / 2 ] ( 2 ( 1 - г 2 - г

2 / 2 ) ) 1 / 2 й г 1 Й г 2 -

1 у/2т 
t 

< 
V2TT 

О -у/2т ^ ^ 5 

ytfirj J (2(1 - r))i /2 d ( J + 2ч/2тг V f У ( г ? + * 2

2 ) 1 / 2 + 

+ / ( 2 ( l - , 2 L 2 / 2 ) ) i 7 2 ^ ^ ^ 
n 3\n 5 

1 1/2 
2л/2 " < * * l t f r { \ - r ) " 1 / 2 d r + J L [dr f-d9+ - L - f 8(2(1 - z 2 - ZJ72))-1/2 dzj dz 2 < 

Ti" У V 6 7 T У J r 2V2n J 
о o o n 3\n 4 

< ̂ . / T ( i - T , - v » * + . 1 + 1 / * _ r ) ( l + * < 
0 1/4 -V2T 

r 1 1 
< ? V 2 Г r ( 1 _ 1 / 2 d T + 2 t + 2 t f 4 у ^ г ( 1 _ r ) - 1 / 2 d r < 

0 1/4 

0 

Замечание 7. Поскольку функция B(x\,t]yi,y2) имеет слабые особенности, то опера
тор If, действующий по формуле 

(Kip)(xut) := ^ B(xut;yuy'2)ip(yuy2) dyxdy2, (44) 
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как легко проверить, является линейным непрерывным оператором из банахова простран
ства С(£<?) непрерывных ограниченных функций, определенных в замкнутой полосе £$ = 
= { ( У ъ У 2 ) £ R2 ' —оо < yi < оо, 0 < у2 < S} в себя, причем в силу (44) для его нормы имеет 
место оценка 

\\К\\ср6)->ср6) <с6, с = 20ч/2/тг + 2/у/б. (45) 

При 0 < т < £, 0 < т < <5, Р = ( x i , t / \ / 2 , t / \ / 2 ) G Si введем множества £ |p j T = { ( y i , y 2 ) € 
Е ^ + ( Р ) : » 2 > * " } i * V = { ( у ы £ ) G Е* : у ^ > т } . 

Замечание 8. Дословно аналогично можно показать, что оператор Кт, действующий по 
формуле 

(KTip)(xut) : = У * B(xi,t;yi,y2№(yuy2)dyidy2 (46) 

является линейным непрерывным оператором, действующим из пространства С ( £ ^ т ) непре
рывных ограниченных функций с областью определения £ ^ т в себя, для нормы которого 
справедлива оценка 

\\Кт\\съ,г)-+с<ъ,г)<су{8-т), (47) 

где положительная постоянная ci (ci > с) не зависит от S и т. 
Лемма 3. В классе С(Е«$) уравнение (38) не может иметь более одного решения. 
Доказательство. Действительно, пусть ф(хх^) G C(Y>s) - решение соответствующе

го (38) однородного уравнения, т.е. с учетом (44) 

ф(хиг) - {Кф)(хи1) = 0, (xut) G E j . (48) 

Отсюда и из (45) непосредственно следует, что при 6 < с " 1 решение ф(х\^) уравнения (48) 
тождественно равно нулю в 

Пусть теперь 6 > с - 1 . Тогда найдется такое натуральное число А;, что 5/к < с ^ 1 . В силу 
сказанного выше решение ф{х\^) уравнения (48) равно нулю тождественно в полосе £#/£. 
Поэтому это уравнение в полосе ^26/k,6/k с учетом структуры множества *Sj+(p) и (46) можно 
переписать в виде ip(xi,t)-(KS/kip)(xi,t) = 0, (хъ t) G Е 2 £ / ^ / ь откуда теперь уже в силу (47) 
получаем, что i/>(xi,t) = 0, (xi,t) G ^2s/k,S/k-

Продолжая этот процесс, мы последовательно шаг за шагом получаем, что решение ij)(xi,t) 
уравнения (48) равно нулю в каждой из полос £ J / b Е 2 ( * / М / ь • • •, Etf/*,((»-!)/*)*' • • • , 
т.е. ip(xi,t) равно нулю во всей полосе Е^. Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Для любого f G С(Е^) уравнение (38) однозначно разрешимо в классе С (£$) . 
При этом если / ( y i , 0 ) = 0, —оо <у\ < + о о , то и ф(у1,0) = 0, —оо < yi < + о о . 

Доказательство. Действительно, в силу оценки (44), согласно принципу сжатых отобра
жений, уравнение (38) однозначно разрешимо в пространстве C(Es/k)i где натуральное число 
к выбрано так, чтобы 5/к < с^1 < с - 1 . При этом решение ф уравнения (38) в полосе J^s/k 
представимо в виде ф — J2i^o Klf-

Обозначив это решение в полосе Е ^ через фо G C(£j/fc), для определения решения 
уравнения (38) в полосе ^2s/k,S/k получим уравнение 

%l){xut) - (K5/k){xi,t) = f(xi,t) + j В{хи^уиу2)фо{у1,у2) dyxdy2, 

SJ+(P)\QPJ/k 

которое в силу оценки (47) также однозначно разрешимо в пространстве С(Т,2^/к,б/к)^ При 
этом данное решение будет непрерывным продолжением решения фо из полосы Е^/д. в полосу 
^2д/к,б/к- Продолжая этот процесс последовательно в полосах %зб/к,2б/к, • • • > Ц*,((*-1)/А:)$» м ы 

таким образом в пространстве С(Е<$) построим решение ф уравнения (38), единственность 
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которого следует из леммы 3. Легко видеть, что если / ( y i , 0 ) = 0, - о о < у\ < + о о , то и 
ф(уг,0) = 0, —оо < yi < + о о , в соответствии с замечанием 6. Лемма 4 доказана. 

Ниже под Ск(Е$) мы будем подразумевать банахово пространство к раз непрерывно диф
ференцируемых функций в замкнутой полосе с конечной нормой 

a i + a 2 < f c ( < / Ь < / 2 ) ^ дуТду?2 
< + о о , к > 0. 

Лемма 5 . При условиях леммы 4, если f е Ck(Y,s), непрерывное ограниченное решение ф 
уравнения (38) будет принадлежать пространству Ck(T>s), к>1. 

Доказательство. Для простоты изложения ограничимся рассмотрением случая к = 1. 
В силу (40), (41) и (44) имеем 

(Kxl>)(xut) = j В{хъг;у1,у2)ф{уъу2) dyidy'2 

sj+(p) 

= J B(xi,t',X3 + tzi,tz2№(xi +tzi,tz2)t2dzidz2 = t J G(zuz2)tp(xi + tzi,tz2) dz\dz2, (49) 

П 3 n 3 

где fi3 : ->/2 < *i < у/2, 0 < z2 < - ( 1 / 2 ) * ? + 1, 47rG(zl,z2) := - 2 ( 1 - z2 - * ? / 2 ) " х / 2 -
- z2(2 - z2)[zj + xl/2]-l{\ -Z2- z\j2)-xl2. Из (49) в случае ф е С1 (Us) будем иметь 

0 ^ g b « ) = J 0 { х и Я 2 Ж х 1 + t z u t z 2 ) d z i d z 2 + t f G ( z u Z 2 ) Z 1 *K*l+t*4t*2) ^ ^ + 

Пз Пз 

+ * f G(z1,z2)z2

 Ш Х 1 q * * 1 ^ dzx dz2 = Ji + tJ2 + th, (50) 

П3 2 

д(Кф){х1,г)/дх1=и2. (51) 

Сравнивая с (43) и учитывая, что |*i | < у/2, 0 < * 2 < 1, когда (* i , * 2 ) £ ^з? легко 
видеть, что 

Ji, J 2 < с, J 3 < л/2с, с = 20л/2/тг + 2 / \ / б . (52) 

Согласно (37), (39) и лемме 4, 

/ ( У 1 , 0 ) = </>(yi,0) = 0 , - о о < yi < оо, (53) 

и тем самым для ф Е C 1 ( S j ) будем иметь 

*2 
Ф(У1,У2) = J дф(У1,0 

ду'2 

1</>(УъУ2)1 < У2\\дф/ду'2\\с^у,2), Wxi + tzutz2)\ < Щдф/Шсы- (54) 

Из (50)-(54) находим, что 

\(Kf/,)(Xut)\ + \d(Kfi>)(xi,t)/m\ + \d(Ki/>)(xi,t)/dxi\ < 

< [Шс&) + Ш/ду'^сы + ^Щдф/дугЦсы + t\\dil>/di/2\\cpt) + 
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+ t | |3^/dj / i | | C (E t ) ] J № i , 2 2 ) | < f a i dz2< 

< Щ\\Ф\\сы + IW/«!,illc(E0 + \\дг1>/Шс&)] = ЬА\\Ф\\сцъ), (*ь«) е (55) 

В силу (55) для нормы оператора К : С ^ Е ^ ) -> С 1(Е <^) имеет место оценка 

из которой следует справедливость леммы 5 при 6 < 1/(Зс). Если 5 > 1/(Зс), то следует 
воспользоваться рассуждениями, аналогичными проведенным при доказательстве лемм 3 и 4. 
Случай к > 1 рассматривается аналогично. Этим доказательство леммы ^завершено. 

Пусть DT := {(xi,X2,t) G D : £ < т } , г = const > 0. Ниже под Ck(D) будем подразу
мевать пространство к раз непрерывно дифференцируемых в D функций, для которых при 
каждом т > 0 конечна следующая норма: 

\а\<к («»0€^т 

0lQltx(a;,t) 
дх?дх%2д1Р* 

< оо, 

где ж = (# i , a ; 2 ) , а = ( ^ 1 , « 2 ? « з ) 7 М = a i + а 2 + а 3 . При А; = 0 вместо C ° ( j D ) будем 
писать C(D). 

В соответствии с замечанием 4, если j / i , у 2 - прямоугольные координаты на Si, полагаем 
Sir '= {(Уъ2/ 2 ) G 5i : у2 < г } , т = const > 0. Обозначим через Ck(S\) пространство к 
раз непрерывно дифференцируемых в Si функций, для которых при каждом т > 0 конечна 
норма 

d a i + a 2 V ( 2 / b 2 / 2 ) 
U\\cHslT) •= £ sup 

| e | < f e ( » i ^ 2 ) € S i r 
< ОО. 

При A; = 0 вместо С 0 (Si ) будем писать С (Si). Дословно аналогично вводится простран
ство C f c ( S 2 ) . 

Из лемм 2 и 3 непосредственно следует 
Лемма 6. Задача (16)-(18) не может иметь более одного обобщенного решения клас

са C{D). 
Для построения обобщенного решения класса C(D) задачи (16)—(18) от функций (р и 

р в краевых условиях (17) и (18) потребуем, чтобы ср G ( 7 X ( S 2 ) , р G C x ( S i ) , и, как было 
отмечено выше, без ограничения общности будем считать, что эти функции удовлетворяют 
равенствам (37). В этом случае / G С 1 (S i ) и, согласно лемме 5, решение ф уравнения (38) 
будет принадлежать пространству С 1 (S i ) и удовлетворять равенству (53). 

Покажем, что функция 

Ui (x,t):=2 J ф д Е { Г

д ^ Т ) Л в (56) 

«У1 

так же, как и ее производная dU\jdt, принадлежит пространству C(D), где поверхности S x t , 
г = 1,2, SXit и функция J5(r, £, т ) определены выше (см. равенства (19)—(22)). Действительно, 
принадлежность U\ G C(D) следует из леммы 1. С учетом (53) интегрирование по частям 
правой части выражения (56) дает 

xi+y/t2-x* <r(x,yut) 

Ux{x,t) = - 2 J ^E(r,t,r)ds = -2 J dVl j ^E(r,t,T)dyf

2, (57) 
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где a(x,yi,t) : = [—(yi — xi)2/(t — x2) + t + х2]/л/2. Обозначим через часть параболы 
у'2—a(x,yi,t) = 0, расположенной на S l t . В силу того что а(х,у\Л) = 0 при у\ = x\±\ft2—x2 

и E(r,t,r)Li = О, из (57) следует, 'что dUJdt = - 2 fql (di>/dN)(dE(r,t,T)/dt)ds = 

= 2(Todip/dN)(x,t), где Го - оператор из леммы 1. Поэтому в силу леммы 1 функция 
dUi/dt 6 C(D) и, согласно равенствам (25) и (53), будем иметь 

\/2t V2t 
dUi{x,t) _ Г дф{х1,у'2) 

dt 

dU1(x,t)/dt = 0, (x,t)ES2. (58) 

Аналогично с учетом замечания 5 функция 

U2(x,t):=2 J < p d E { w T ) d s (59) 

sit 

и ее производная dU2/dt принадлежит пространству C(D), причем 

dU2(x,t)/dt = <p{Xl,V2t), (x,t)eS2; dU2(x,t)/dt = 0, (x,t) € Sv (60) 

Теперь рассмотрим функцию 

u(x,t) := {dldt){Ui{x,t) + U2(x,t)), (61) 

которая в силу сказанного выше принадлежит пространству C(D). В силу (58)-(61) и заме
чания 4 имеем 

u\Sl = ф, u\s2 = <р, (62) 

1«Ъ.Ът)*-2/*»*еЬйь+»1,!*!$й*-2/ид-^1„. (63) 
sit sh s ^ 

Из (37), (63) и леммы 2 следует, что функция и(х, t), определенная формулой (61), явля
ется обобщенным решением уравнения (16) класса C ( D ) , а из равенств (38) и (62) вытекает, 
что эта функция удовлетворяет условиям (17) и (18). Следовательно, построенная по форму
ле (61) функция и(х, t) является обобщенным решением задачи (16)—(18) класса C(D). Таким 
образом, с учетом леммы 6 и замечания 6 имеет место следующая 

Теорема 2. Для любых р Е С 1 (S i ) и Е С 1 ^ ) задача (16)-(18) имеет единственное 
обобщенное решение класса C(D). 

Замечание 9 . Опираясь на лемму 5, можно показать, что если </? Е Ck+1(S2) и 
р Е С* 4 " 1 (S i ) , k > 1, то решение задачи (16)—(18), существование которого утверждается 
в теореме 2, будет принадлежать классу Ck(D) и тем самым при к > 2 будет классическим 
решением. 

Работа поддержана INTAS (грант 00136). 
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