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С. С. Харибегашвили, О. М. Джохадзе

Исследуется задача Коши–Гурса для волновых уравнений с нелинейным дис-
сипативным членом. Рассматриваются вопросы существования, единственно-
сти и отсутствия глобального решения этой задачи. Обсуждается также вопрос
о локальной разрешимости поставленной задачи.
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1. Постановка задачи. В плоскости независимых переменных 𝑥 и 𝑡 рассмот-
рим волновое уравнение с нелинейным диссипативным членом [1; с. 57], [2]

𝐿𝑢 := 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1.1)

где 𝑓 , 𝑔 – заданные, а 𝑢 – искомая действительные функции.
Обозначим через 𝐷𝑇 := {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 𝑡, 0 < 𝑡 < 𝑇} треугольную область, огра-

ниченную характеристическим отрезком 𝛾1,𝑇 : 𝑥 = 𝑡, 0 6 𝑡 6 𝑇 , а также отрезками
𝛾2,𝑇 : 𝑥 = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇 , 𝛾3,𝑇 : 𝑡 = 𝑇 , 0 6 𝑥 6 𝑇 .

Для уравнения (1.1) в области 𝐷𝑇 рассмотрим задачу Коши–Гурса об определе-
нии решения 𝑢(𝑥, 𝑡) по условиям [3; с. 284]

𝑢𝑥|𝛾2,𝑇
= 0, 𝑢|𝛾1,𝑇

= 0. (1.2)

Отметим, что для нелинейных уравнений гиперболического типа вопросам суще-
ствования, единственности и отсутствия глобальных решений начальных, смешан-
ных, нелокальных и других задач посвящено много работ (см., например, [4]–[18]).
В линейном случае, т.е. при 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) = 𝑔(𝑥, 𝑡) задача (1.1), (1.2), как известно, кор-
ректно поставлена и имеет место глобальная разрешимость в соответствующих про-
странствах функций (см., например, [1], [19]–[23]).

Ниже будет показано, что при определенных требованиях на нелинейную функ-
цию 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) задача (1.1), (1.2) локально разрешима; получены условия глобальной
разрешимости, нарушение которых, вообще говоря, может стать причиной разру-
шения решения за конечный момент времени.

Работа выполнена при поддержке фонда INTAS (грант № 05-1000008-7921), а также Грузинского
нацианального фонда (грант № GNSF/ST06/3-005).

c○ С.С. Харибегашвили, О.М. Джохадзе, 2013
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Определение 1.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷𝑇 ), 𝑔 ∈ 𝐶(𝐷𝑇 × R), R := (−∞, +∞). Функ-
цию 𝑢 будем называть сильным обобщенным решением задачи (1.1), (1.2) класса 𝐶1

в области 𝐷𝑇 , если 𝑢 ∈ 𝐶1(𝐷𝑇 ) и существует такая последовательность функций
𝑢𝑛 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 , Γ𝑇 ), что 𝑢𝑛 → 𝑢 и 𝐿𝑢𝑛 → 𝑓 при 𝑛 →∞ соответственно в пространствах
𝐶1(𝐷𝑇 ) и 𝐶(𝐷𝑇 ), где

𝐶2(𝐷𝑇 , Γ𝑇 ) := {𝑣 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 ) : 𝑣𝑥|𝛾2,𝑇
= 0, 𝑣|𝛾1,𝑇

= 0}, Γ𝑇 := 𝛾1,𝑇 ∪ 𝛾2,𝑇 .

Замечание 1.1. Очевидно, что классическое решение задачи (1.1), (1.2) из про-
странства 𝑢 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 , Γ𝑇 ) является сильным обобщенным решением этой задачи
класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 . В свою очередь, если сильное обобщенное решение зада-
чи (1.1), (1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 принадлежит пространству 𝐶2(𝐷𝑇 ), то оно
будет также и классическим решением этой задачи.

Определение 1.2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷∞), 𝑔 ∈ 𝐶(𝐷∞ × R). Мы будем говорить, что
задача (1.1), (1.2) глобально разрешима в классе 𝐶1, если для любого конечного
𝑇 > 0 эта задача имеет сильное обобщенное решение класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 .

2. Априорные оценки решения задачи (1.1), (1.2) в классах 𝐶(𝐷𝑇 ),𝐶1(𝐷𝑇 ).

Лемма 2.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷𝑇 ), 𝑔 ∈ 𝐶(𝐷𝑇 × R) и

𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑠) > −𝑀𝑇 , (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝐷𝑇 × R, 𝑀𝑇 := const > 0. (2.1)

Тогда для сильного обобщенного решения задачи (1.1), (1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇

справедлива априорная оценка

‖𝑢‖𝐶(𝐷𝑇 ) 6 𝑐0‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 ) (2.2)

с положительной постоянной 𝑐0 = 𝑐0(𝑇, 𝑀𝑇 ), не зависящей от 𝑢 и 𝑓 .

Доказательство. Пусть 𝑢 – сильное обобщенное решение задачи (1.1), (1.2)
класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 . Тогда в силу определения 1.1 существует такая последо-
вательность функций 𝑢𝑛 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 , Γ𝑇 ), что

lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛 − 𝑢‖𝐶1(𝐷𝑇 ) = 0, lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑢𝑛 − 𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 0, (2.3)

а, следовательно, и

lim
𝑛→∞

‖𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢𝑛)𝑢𝑛𝑡 − 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑡‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 0. (2.4)

Рассмотрим функцию 𝑢𝑛 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 , Γ𝑇 ) как решение следующей задачи:

𝐿𝑢𝑛 = 𝑓𝑛, (2.5)
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝛾2,𝑇

= 0, 𝑢𝑛|𝛾1,𝑇
= 0. (2.6)

Здесь
𝑓𝑛 := 𝐿𝑢𝑛. (2.7)
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Умножая обе части равенства (2.5) на 𝜕𝑢𝑛/𝜕𝑡 и интегрируя полученное равенство
по области 𝐷𝜏 := {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷𝑇 : 0 < 𝑡 < 𝜏}, 0 < 𝜏 6 𝑇 , будем иметь

1
2

∫︁
𝐷𝜏

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡−
∫︁

𝐷𝜏

𝜕2𝑢𝑛

𝜕𝑥2

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡
𝑑𝑥 𝑑𝑡 +

∫︁
𝐷𝜏

𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢𝑛)
(︂

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡

=
∫︁

𝐷𝜏

𝑓𝑛
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡
𝑑𝑥 𝑑𝑡.

Положим Ω𝜏 := 𝐷∞∩{𝑡 = 𝜏}, 0 < 𝜏 6 𝑇 . Тогда с учетом (2.6), применяя формулу
Грина к левой части последнего равенства, получим∫︁

𝐷𝜏

𝑓𝑛
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡
𝑑𝑥 𝑑𝑡 =

∫︁
𝛾1,𝜏

1
2𝜈𝑡

[︂(︂
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑥
𝜈𝑡 −

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡
𝜈𝑥

)︂2

+
(︂

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

)︂2

(𝜈2
𝑡 − 𝜈2

𝑥)
]︂

𝑑𝑠

+
1
2

∫︁
Ω𝜏

[︂(︂
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑥

)︂2

+
(︂

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

)︂2]︂
𝑑𝑥 +

∫︁
𝐷𝜏

𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢𝑛)
(︂

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡,

(2.8)

где 𝜈 := (𝜈𝑥, 𝜈𝑡) – единичный вектор внешней нормали к 𝜕𝐷𝜏 и 𝛾1,𝜏 := 𝛾1,𝑇 ∩{𝑡 6 𝜏}.
Принимая во внимание, что оператор 𝜈𝑡 (𝜕/𝜕𝑥) − 𝜈𝑥 (𝜕/𝜕𝑡) является внутренним

дифференциальным оператором на 𝛾1,𝑇 , в силу второго условия (2.6) будем иметь(︂
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑥
𝜈𝑡 −

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡
𝜈𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛾1,𝜏

= 0. (2.9)

Далее, легко видеть, что
(𝜈2

𝑡 − 𝜈2
𝑥)|𝛾1,𝜏

= 0. (2.10)

Следовательно, из (2.8)–(2.10) имеем

𝑤𝑛(𝜏) :=
∫︁

Ω𝜏

[︂(︂
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑥

)︂2

+
(︂

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

)︂2]︂
𝑑𝑥 6 2

∫︁
𝐷𝜏

𝑓𝑛
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡
𝑑𝑥 𝑑𝑡 + 2𝑀𝑇

∫︁
𝐷𝜏

(︂
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡.

(2.11)
Принимая во внимание неравенство

2𝑓𝑛
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡
6

(︂
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

)︂2

+ 𝑓2
𝑛,

в силу (2.11) получим

𝑤𝑛(𝜏) 6 (1 + 2𝑀𝑇 )
∫︁

𝐷𝜏

(︂
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡 +
∫︁

𝐷𝜏

𝑓2
𝑛 𝑑𝑥 𝑑𝑡.

Учитывая выражение для функции 𝑤𝑛(𝜏), отсюда получим, что

𝑤𝑛(𝜏) 6 𝑚𝑇

∫︁ 𝜏

0

𝑤𝑛(𝜎) 𝑑𝜎 + ‖𝑓𝑛‖2𝐿2(𝐷𝜏 ),

где 𝑚𝑇 := max(1 + 2𝑀𝑇 , 1). Отсюда, поскольку величина ‖𝑓𝑛‖2𝐿2(𝐷𝜏 ) как функция
от 𝜏 является неубывающей, в силу леммы Гронуолла [24; с. 13] будем иметь

𝑤𝑛(𝜏) 6 exp(𝑚𝑇 𝜏)‖𝑓𝑛‖2𝐿2(𝐷𝜏 ). (2.12)
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Если (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷𝑇 , то в силу второго условия (2.6) имеет место равенство

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑛(𝑡, 𝑡) =
∫︁ 𝑥

𝑡

𝜕𝑢𝑛(𝜎, 𝑡)
𝜕𝑥

𝑑𝜎,

откуда в силу (2.12) следует

|𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)|2 6
∫︁ 𝑡

𝑥

𝑑𝜎

∫︁ 𝑡

𝑥

[︂
𝜕𝑢𝑛(𝜎, 𝑡)

𝜕𝑥

]︂2

𝑑𝜎 6 (𝑡− 𝑥)
∫︁

Ω𝑡

[︂
𝜕𝑢𝑛(𝜎, 𝑡)

𝜕𝑥

]︂2

𝑑𝜎

6 (𝑡− 𝑥)𝑤𝑛(𝑡) 6 𝑡𝑤𝑛(𝑡) 6 𝑇 exp(𝑚𝑇 𝑇 )‖𝑓𝑛‖2𝐶(𝐷𝑇 )
mes 𝐷𝑇

= 2−1𝑇 3 exp(𝑚𝑇 𝑇 )‖𝑓𝑛‖2𝐶(𝐷𝑇 )
. (2.13)

Из (2.13) получаем

‖𝑢𝑛‖𝐶(𝐷𝑇 ) 6 𝑇

√︂
𝑇

2
exp

(︂
𝑚𝑇 𝑇

2

)︂
‖𝑓𝑛‖𝐶(𝐷𝑇 ).

Переходя в этом неравенстве к пределу при 𝑛 →∞, в силу (2.3), (2.7) будем иметь

‖𝑢‖𝐶(𝐷𝑇 ) 6 𝑇

√︂
𝑇

2
exp

(︂
𝑚𝑇 𝑇

2

)︂
‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 ). (2.14)

Этим оценка (2.2) доказана.

Замечание 2.1. Из (2.14) следует, что постоянную 𝑐0 в оценке (2.2) можно взять
равной

𝑐0 := 𝑇

√︂
𝑇

2
exp

(︂
𝑚𝑇 𝑇

2

)︂
. (2.15)

Ниже, используя классический метод характеристик и принимая во внимание (2.2),
мы получим априорную оценку в пространстве 𝐶1(𝐷𝑇 ) для сильного обобщенного
решения задачи (1.1), (1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 .

Имеет место следующая

Лемма 2.2. При условиях леммы 2.1 для сильного обобщенного решения зада-
чи (1.1), (1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 имеет место априорная оценка

‖𝑢‖𝐶1(𝐷𝑇 ) 6 𝑐1 (2.16)

с положительной постоянной 𝑐1 = 𝑐1(𝑇, 𝑐0, ‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 )), где

‖𝑢‖𝐶1(𝐷𝑇 ) := max{‖𝑢‖𝐶(𝐷𝑇 ), ‖𝑢𝑥‖𝐶(𝐷𝑇 ), ‖𝑢𝑡‖𝐶(𝐷𝑇 )}.

Доказательство. Пусть 𝑢 является сильным обобщенным решением задачи
(1.1), (1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 . Тогда справедливы предельные равенства (2.3),
(2.4), где 𝑢𝑛 можно рассматривать как решение задачи (2.5), (2.6) с правой частью 𝑓𝑛

из (2.7). Для фиксированного натурального 𝑛 введем следующие функции:

𝑢𝑛1 := 𝑢𝑛𝑡 − 𝑢𝑛𝑥, 𝑢𝑛2 := 𝑢𝑛𝑡 + 𝑢𝑛𝑥, 𝑢𝑛3 := 𝑢𝑛, (2.17)
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которые с учетом (2.2) при 0 6 𝑡 6 𝑇 удовлетворяют граничным условиям

𝑢𝑛1(0, 𝑡) = 𝑢𝑛2(0, 𝑡), 𝑢𝑛2(𝑡, 𝑡) = 0, 𝑢𝑛3(𝑡, 𝑡) = 0. (2.18)

В силу (1.1) и (2.17) неизвестные функции 𝑢𝑛1, 𝑢𝑛2, 𝑢𝑛3 удовлетворяют следующей
системе дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢𝑛1

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑛1

𝜕𝑥
= 𝑓𝑛(𝑥, 𝑡)− 1

2
𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢𝑛3)(𝑢𝑛1 + 𝑢𝑛2),

𝜕𝑢𝑛2

𝜕𝑡
− 𝜕𝑢𝑛2

𝜕𝑥
= 𝑓𝑛(𝑥, 𝑡)− 1

2
𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢𝑛3)(𝑢𝑛1 + 𝑢𝑛2),

𝜕𝑢𝑛3

𝜕𝑡
− 𝜕𝑢𝑛3

𝜕𝑥
= 𝑢𝑛1.

(2.19)

Интегрируя уравнения системы (2.19) вдоль соответствующих характеристиче-
ских кривых и учитывая граничные условия (2.18), получим

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑛1(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑛1(0, 𝑡) =
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑥

[︂
𝑓𝑛(𝑃𝜏 )− 1

2
𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢𝑛3(𝑃𝜏 ))(𝑢𝑛1(𝑃𝜏 ) + 𝑢𝑛2(𝑃𝜏 ))

]︂
𝑑𝜏,

𝑢𝑛2(𝑥, 𝑡) =
∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

[︂
𝑓𝑛(𝑄𝜏 )− 1

2
𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢𝑛3(𝑄𝜏 ))(𝑢𝑛1(𝑄𝜏 ) + 𝑢𝑛2(𝑄𝜏 ))

]︂
𝑑𝜏,

𝑢𝑛3(𝑥, 𝑡) =
∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

𝑢𝑛1(𝑄𝜏 ) 𝑑𝜏,

где 𝑃𝜏 := (𝑥− 𝑡 + 𝜏, 𝜏), 𝑄𝜏 := (𝑥 + 𝑡− 𝜏, 𝜏).
Из второго уравнения полученной системы и первого равенства (2.18) с учетом

обозначения 𝑃𝜏0 := (𝑡−𝜏, 𝜏) вытекает, что эта система может быть переписана в виде

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑛1(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

𝑡−𝑥

[𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢𝑛3(𝑃𝜏 ))(𝑢𝑛1(𝑃𝜏 ) + 𝑢𝑛2(𝑃𝜏 ))] 𝑑𝜏

− 1
2

∫︁ 𝑡

𝑡/2

[𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢𝑛3(𝑃𝜏0))(𝑢𝑛1(𝑃𝜏0) + 𝑢𝑛2(𝑃𝜏0)
)︀
] 𝑑𝜏 + 𝐹𝑛1(𝑥, 𝑡),

𝑢𝑛2(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢𝑛3(𝑄𝜏 ))(𝑢𝑛1(𝑄𝜏 ) + 𝑢𝑛2(𝑄𝜏 )) 𝑑𝜏 + 𝐹𝑛2(𝑥, 𝑡),

𝑢𝑛3(𝑥, 𝑡) =
∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

𝑢𝑛1(𝑄𝜏 ) 𝑑𝜏.

(2.20)
Здесь

𝐹𝑛1(𝑥, 𝑡) :=
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑥

𝑓𝑛(𝑃𝜏 ) 𝑑𝜏 +
∫︁ 𝑡

𝑡/2

𝑓𝑛(𝑃𝜏0) 𝑑𝜏, 𝐹𝑛2(𝑥, 𝑡) :=
∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

𝑓𝑛(𝑄𝜏 ) 𝑑𝜏. (2.21)
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Переходя в равенствах (2.20), (2.21) к пределу при 𝑛 →∞ в пространстве 𝐶(𝐷𝑇 )
и принимая во внимание (2.3), (2.4), (2.7) и (2.17), будем иметь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢1(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

𝑡−𝑥

[𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢3(𝑃𝜏 ))(𝑢1(𝑃𝜏 ) + 𝑢2(𝑃𝜏 ))] 𝑑𝜏

− 1
2

∫︁ 𝑡

𝑡/2

[𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢3(𝑃𝜏0))(𝑢1(𝑃𝜏0) + 𝑢2(𝑃𝜏0))] 𝑑𝜏 + 𝐹1(𝑥, 𝑡),

𝑢2(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢3(𝑄𝜏 ))(𝑢1(𝑄𝜏 ) + 𝑢2(𝑄𝜏 )) 𝑑𝜏 + 𝐹2(𝑥, 𝑡),

𝑢3(𝑥, 𝑡) =
∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

𝑢1(𝑄𝜏 ) 𝑑𝜏,

(2.22)

где 𝑢𝑖 := lim𝑛→∞ 𝑢𝑛𝑖 (по норме пространства 𝐶(𝐷𝑇 )), 𝑖 = 1, 2, 3, и

𝐹1(𝑥, 𝑡) :=
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑥

𝑓(𝑃𝜏 ) 𝑑𝜏 +
∫︁ 𝑡

𝑡/2

𝑓(𝑃𝜏0) 𝑑𝜏, 𝐹2(𝑥, 𝑡) :=
∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

𝑓(𝑄𝜏 ) 𝑑𝜏. (2.23)

Очевидно, что 𝑢3 = 𝑢 и она является сильным обобщенным решением задачи (1.1),
(1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 . При этом

𝑢1 := 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥, 𝑢2 := 𝑢𝑡 + 𝑢𝑥. (2.24)

Пусть 𝐺𝑇 := {(𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ R3 : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷𝑇 , |𝑠| 6 𝑐0‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 )} и

𝐾 := sup
(𝑥,𝑡,𝑠)∈𝐺𝑇

|𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑠)| < +∞, (2.25)

где 𝐾 = 𝐾(𝑇, 𝑐0, ‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 )).
Тогда в силу априорной оценки (2.2) для сильного обобщенного решения 𝑢3 = 𝑢

задачи (1.1), (1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 получим

|𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢3(𝑥, 𝑡))| 6 𝐾, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷𝑇 , (2.26)

Пусть

𝑣𝑖(𝑡) := sup
(𝜉,𝜏)∈𝐷𝑡

|𝑢𝑖(𝜉, 𝜏)|, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝐹 (𝑡) := sup
(𝜉,𝜏)∈𝐷𝑡

|𝑓(𝜉, 𝜏)|. (2.27)

Из (2.22) в силу (2.23), (2.26) и (2.27) следует, что

|𝑢1(𝑥, 𝑡)| 6 𝐾

∫︁ 𝑡

0

(𝑣1(𝜏) + 𝑣2(𝜏)) 𝑑𝜏 + 2𝑡𝐹 (𝑡),

|𝑢2(𝑥, 𝑡)| 6 𝐾

2

∫︁ 𝑡

0

(𝑣1(𝜏) + 𝑣2(𝜏)) 𝑑𝜏 + 𝑡𝐹 (𝑡),

|𝑢3(𝑥, 𝑡)| 6
∫︁ 𝑡

0

𝑣1(𝜏) 𝑑𝜏.
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Отсюда при (𝜉, 𝜏) ∈ 𝐷𝑡 будем иметь

|𝑢1(𝜉, 𝜏)| 6 𝐾

∫︁ 𝜏

0

(𝑣1(𝜏1) + 𝑣2(𝜏1)) 𝑑𝜏1 + 2𝜏𝐹 (𝜏),

|𝑢2(𝜉, 𝜏)| 6 𝐾

2

∫︁ 𝜏

0

(𝑣1(𝜏1) + 𝑣2(𝜏1)) 𝑑𝜏1 + 𝜏𝐹 (𝜏),

|𝑢3(𝜉, 𝜏)| 6
∫︁ 𝜏

0

𝑣1(𝜏1) 𝑑𝜏1

и, следовательно, в силу (2.27) и того факта, что 𝑡𝐹 (𝑡) является неубывающей функ-
цией, получим

𝑣1(𝑡) 6 𝐾

∫︁ 𝑡

0

(𝑣1(𝜏) + 𝑣2(𝜏)) 𝑑𝜏 + 2𝑡𝐹 (𝑡),

𝑣2(𝑡) 6
𝐾

2

∫︁ 𝑡

0

(𝑣1(𝜏) + 𝑣2(𝜏)) 𝑑𝜏 + 𝑡𝐹 (𝑡),

𝑣3(𝑡) 6
∫︁ 𝑡

0

𝑣1(𝜏) 𝑑𝜏.

Полагая 𝑣(𝑡) := max16𝑖63 𝑣𝑖(𝑡), из полученных неравенств будем иметь

𝑣(𝑡) 6 2𝐾

∫︁ 𝑡

0

𝑣(𝜏) 𝑑𝜏 + 2𝑡𝐹 (𝑡),

откуда, применяя лемму Гронуолла, получим

𝑣(𝑡) 6 2𝑡𝐹 (𝑡) exp(2𝑡𝐾) 6 2𝑇 exp(2𝑇𝐾)‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 ), 0 6 𝑡 6 𝑇.

Теперь из (2.24) легко следует, что

‖𝑢‖𝐶1(𝐷𝑇 ) 6 ‖𝑣‖𝐶[0,𝑇 ] 6 2𝑇 exp(2𝑇𝐾)‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 ).

Лемма 2.2 доказана, причем

𝑐1 := 2𝑇 exp(2𝑇𝐾)‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 ), (2.28)

где 𝐾 определяется из (2.25).

3. Эквивалентность задачи (1.1), (1.2) системе нелинейных интеграль-
ных уравнений типа Вольтерра и ее локальная разрешимость. Прежде
всего покажем, что задача (2.5), (2.6) эквивалентна задаче (2.19), (2.18) в клас-
сическом смысле. Действительно, если 𝑢𝑛 ∈ 𝐶2 – решение задачи (2.5), (2.6), то
система функций 𝑢𝑛1, 𝑢𝑛2 и 𝑢𝑛3 будет, очевидно, решением задачи (2.19), (2.18).
Обратно, пусть 𝑢𝑛1, 𝑢𝑛2, 𝑢𝑛3 ∈ 𝐶1 – решения задачи (2.19), (2.18). Покажем, что
𝑢𝑛 := 𝑢𝑛3 ∈ 𝐶2 – решение задачи (2.5), (2.6) и удовлетворяет равенствам (2.17).
Если мы покажем, что 𝑢𝑛2 = 𝑢𝑛𝑡 + 𝑢𝑛𝑥, то, очевидно, будут иметь место равенства
𝑢𝑛𝑡 = (𝑢𝑛2 + 𝑢𝑛1)/2 и 𝑢𝑛𝑥 = (𝑢𝑛2 − 𝑢𝑛1)/2, откуда непосредственно будет следовать,
что 𝑢𝑛 ∈ 𝐶2 является решением задачи (2.5), (2.6) в классическом смысле.

Действительно, из первого и второго уравнений системы (2.19) следует, что

𝜕𝑢𝑛1

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑛1

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢𝑛2

𝜕𝑡
− 𝜕𝑢𝑛2

𝜕𝑥
. (3.1)
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Далее, поскольку 𝑢𝑛1 ∈ 𝐶1, из третьего уравнения системы (2.19) следует, что

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑛3 ∈ 𝐶 и

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑛3 ∈ 𝐶.

Отсюда, принимая во внимание, что операторы дифференцирования первого поряд-
ка с постоянными коэффициентами перестановочны, получим

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑛3 =

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝑛3 ∈ 𝐶,

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑛3 =

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝜕

𝜕𝑥
𝑢𝑛3 ∈ 𝐶.

С учетом этих равенств, (3.1) и третьего равенства системы (2.19) имеем(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
(𝑢𝑛2 − 𝑢𝑛𝑡 − 𝑢𝑛𝑥)

=
(︂

𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑛2 −

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑛 −

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑛

=
𝜕𝑢𝑛2

𝜕𝑡
− 𝜕𝑢𝑛2

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢𝑛1

𝜕𝑡
− 𝜕𝑢𝑛1

𝜕𝑥
= 0.

Следовательно, в силу второго и третьего равенств из (2.18) заключаем, что
𝑢𝑛2 = 𝑢𝑛𝑡 + 𝑢𝑛𝑥. Этим доказана эквивалентность задач (2.5), (2.6) и (2.19), (2.18)
в классическом смысле.

Выше мы привели редукцию задачи (1.1), (1.2) к системе нелинейных интеграль-
ных уравнений типа Вольтерра (2.22). Прежде чем рассмотреть вопрос о локальной
разрешимости задачи (1.1), (1.2), сделаем следующее замечание, которое непосред-
ственно вытекает из рассуждений, приведенных в п. 2.

Замечание 3.1. Пусть 𝑢 является сильным обобщенным решением задачи (1.1),
(1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 , тогда 𝑢1 := 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥, 𝑢2 := 𝑢𝑡 + 𝑢𝑥, 𝑢3 := 𝑢 является
непрерывным решением системы нелинейных интегральных уравнений типа Воль-
терра (2.22). И наоборот, если 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 – непрерывное решение системы (2.22),
то 𝑢 := 𝑢3 является сильным обобщенным решением задачи (1.1), (1.2) класса 𝐶1

в области 𝐷𝑇 , причем справедливы равенства 𝑢1 := 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥, 𝑢2 := 𝑢𝑡 + 𝑢𝑥.

Теперь приступим к доказательству локальной разрешимости системы нелиней-
ных интегральных уравнений типа Вольтерра (2.22).

Пусть

𝑓 ∈ 𝐶(𝐷∞), 𝑓∞ := sup
(𝑥,𝑡)∈𝐷∞

|𝑓(𝑥, 𝑡)| < +∞, 𝑔 ∈ 𝐶(𝐷∞ × R) (3.2)

и для (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷∞ и 𝑠, 𝑠1, 𝑠2 таких, что |𝑠|, |𝑠1|, |𝑠2| 6 𝑅, выполнено

|𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑠)| 6 𝑀(𝑅), |𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑠2)− 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑠1)| 6 𝑐(𝑅)|𝑠2 − 𝑠1|, (3.3)

где 𝑀(𝑅) и 𝑐(𝑅) – некоторые неотрицательные непрерывные функции аргумента
𝑅 > 0.
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Теорема 3.1. Пусть функции 𝑓 и 𝑔 удовлетворяют условиям (3.2), (3.3). Тогда
найдется положительное число 𝑇* := 𝑇*(𝑓, 𝑔) такое, что при 𝑇 6 𝑇* задача (1.1),
(1.2) будет иметь хотя бы одно сильное обобщенное решение 𝑢 класса 𝐶1 в обла-
сти 𝐷𝑇 .

Доказательство. Согласно замечанию 3.1 задача (1.1), (1.2) в пространстве
𝐶1(𝐷𝑇 ) эквивалентна системе нелинейных интегральных уравнений типа Вольтер-
ра (2.22) в классе 𝐶(𝐷𝑇 ). Однозначную разрешимость системы (2.22) ниже мы
докажем принципом сжатых отображений [26; с. 390].

Положим 𝑈 := (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3). Введем векторный оператор Φ := (Φ1, Φ2, Φ3), дей-
ствующий по формуле⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(Φ1𝑈)(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

𝑡−𝑥

𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢3(𝑃𝜏 ))(𝑢1(𝑃𝜏 ) + 𝑢2(𝑃𝜏 )) 𝑑𝜏

+
1
2

∫︁ 𝑡

𝑡/2

𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢3(𝑃𝜏0))(𝑢1(𝑃𝜏0) + 𝑢2(𝑃𝜏0)) 𝑑𝜏 + 𝐹1(𝑥, 𝑡),

(Φ2𝑈)(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢3(𝑄𝜏 ))(𝑢1(𝑄𝜏 ) + 𝑢2(𝑄𝜏 )) 𝑑𝜏 + 𝐹2(𝑥, 𝑡),

(Φ3𝑈)(𝑥, 𝑡) =
∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

𝑢1(𝑄𝜏 ) 𝑑𝜏.

(3.4)

Тогда систему (2.22) можно переписать в векторном виде

𝑈 = Φ𝑈. (3.5)

Пусть
‖𝑈‖𝑋𝑇

:= max
16𝑖63

{‖𝑢𝑖‖𝐶(𝐷𝑇 )}, 𝑈 ∈ 𝑋𝑇 := 𝐶(𝐷𝑇 ; R3),

где 𝐶(𝐷𝑇 ; R3) – множество непрерывных вектор-функций 𝑈 : 𝐷𝑇 → R3.
Обозначим через 𝐵𝑅 := {𝑈 ∈ 𝑋𝑇 : ‖𝑈‖𝑋𝑇

6 𝑅} замкнутый шар радиуса 𝑅 > 0
в банаховом пространстве 𝑋𝑇 с центром в нулевом элементе.

Ниже докажем, что
(1) Φ отображает шар 𝐵𝑅 в себя;
(2) Φ является сжимающим отображением на 𝐵𝑅.

Действительно, в силу первого неравенства (3.3) из (3.4) для 𝑈 такого, что ‖𝑈‖𝑋𝑇
6

𝑅, имеем
|(Φ1𝑈)(𝑥, 𝑡)| 6 2𝑇 (𝑅𝑀(𝑅) + ‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 )),

|(Φ2𝑈)(𝑥, 𝑡)| 6 𝑇 (𝑅𝑀(𝑅) + ‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 )), |(Φ3𝑈)(𝑥, 𝑡)| 6 𝑇𝑅.

Из этих оценок следует, что

‖Φ𝑈‖𝑋𝑇
6 2𝑇 (𝑅𝑀(𝑅) + 𝑅 + ‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 )) 6 2𝑇 (𝑅𝑀(𝑅) + 𝑅 + 𝑓∞),

где 𝑓∞ определено в (3.2).
Потребуем, чтобы при фиксированном 𝑅 > 0 величина 𝑇 была столь малой,

чтобы
2𝑇 (𝑅𝑀(𝑅) + 𝑅 + 𝑓∞) 6 𝑅, (3.6)

т.е. Φ𝑈 ∈ 𝐵𝑅 и, тем самым, условие (1) выполнено.

4 Математические заметки, т. 94, вып. 6
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Далее, в силу (3.3) из (3.4) для 𝑈 𝑖 такого, что ‖𝑈 𝑖‖𝑋𝑇
6 𝑅, 𝑖 = 1, 2, имеем

|(Φ1𝑈
2 − Φ1𝑈

1)(𝑥, 𝑡)|

6
1
2

∫︁ 𝑡

𝑡−𝑥

(︀
|𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢2

3(𝑃𝜏 ))− 𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢1
3(𝑃𝜏 ))||𝑢2

1(𝑃𝜏 ) + 𝑢2
2(𝑃𝜏 )|

+ |𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢1
3(𝑃𝜏 ))||𝑢2

1(𝑃𝜏 )− 𝑢1
1(𝑃𝜏 ) + 𝑢2

2(𝑃𝜏 )− 𝑢1
2(𝑃𝜏 )|

)︀
𝑑𝜏

+
1
2

∫︁ 𝑡

𝑡/2

(︀
|𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢

2
3(𝑃𝜏0))− 𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢

1
3(𝑃𝜏0))||𝑢2

1(𝑃𝜏0) + 𝑢2
2(𝑃𝜏0)|

+ |𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢
1
3(𝑃𝜏0))||𝑢2

1(𝑃𝜏0)− 𝑢1
1(𝑃𝜏0) + 𝑢2

2(𝑃𝜏0)− 𝑢1
2(𝑃𝜏0)|

)︀
𝑑𝜏

6 2𝑇 [𝑅𝑐(𝑅) + 𝑀(𝑅)]‖𝑈2 − 𝑈1‖𝑋𝑇
.

Аналогично,

|(Φ2𝑈
2 − Φ2𝑈

1)(𝑥, 𝑡)|

6
1
2

∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

(︀
|𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢2

3(𝑄𝜏 ))− 𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢1
3(𝑄𝜏 ))||𝑢2

1(𝑄𝜏 ) + 𝑢2
2(𝑄𝜏 )|

+ |𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢1
3(𝑄𝜏 ))||𝑢2

1(𝑄𝜏 )− 𝑢1
1(𝑄𝜏 ) + 𝑢2

2(𝑄𝜏 )− 𝑢1
2(𝑄𝜏 )|

)︀
𝑑𝜏

6 𝑇 [𝑅𝑐(𝑅) + 𝑀(𝑅)]‖𝑈2 − 𝑈1‖𝑋𝑇
,

|(Φ3𝑈
2 − Φ3𝑈

1)(𝑥, 𝑡)| 6
∫︁ 𝑡

(𝑥+𝑡)/2

|𝑢2
1(𝑄𝜏 )− 𝑢1

1(𝑄𝜏 )| 𝑑𝜏 6 𝑇‖𝑈2 − 𝑈1‖𝑋𝑇
.

Пусть при фиксированном 𝑅 > 0 число 𝑇 является столь малым, что

max{𝑇, 2𝑇 (𝑅𝑐(𝑅) + 𝑀(𝑅))} 6
1
2

< 1, (3.7)

и, тем самым, ‖Φ𝑈2−Φ𝑈1‖𝑋𝑇
6 (1/2)‖𝑈2−𝑈1‖𝑋𝑇

. Таким образом, оператор Φ яв-
ляется сжимающим отображением на множестве 𝐵𝑅, т.е. условие (2) выполнено.

Из (3.6) и (3.7) в свою очередь следует, что если 0 < 𝑇 6 𝑇*, где

𝑇* := min
{︂

𝑅

2(𝑅𝑀(𝑅) + 𝑅 + 𝑓∞)
,
1
2

,
1

4(𝑅𝑐(𝑅) + 𝑀(𝑅))

}︂
, (3.8)

тогда ‖Φ𝑈‖𝑋𝑇
6 𝑅 и ‖Φ𝑈2 − Φ𝑈1‖𝑋𝑇

6 (1/2)‖𝑈2 − 𝑈1‖𝑋𝑇
для 𝑈, 𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝐵𝑅. По-

этому в силу принципа о сжимающем отображении существует решение 𝑈 уравне-
ния (3.5) в пространстве 𝐶(𝐷𝑇 ; R3). Теорема 3.1 доказана.

4. Случай глобальной разрешимости задачи (1.1), (1.2). Имеет место сле-
дующая

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (2.1), (3.2) и (3.3). Тогда для любого
𝑇 > 0 задача (1.1), (1.2) имеет сильное обобщенное решение класса 𝐶1 в обла-
сти 𝐷𝑇 .

Доказательство. Как было отмечено в замечании 3.1, задача (1.1), (1.2) в клас-
се 𝐶1(𝐷𝑇 ) эквивалентна системе нелинейных интегральных уравнений (2.22) в клас-
се 𝐶(𝐷𝑇 ). В силу (3.2), (3.3) справедливость этой теоремы при достаточно малых 𝑇 ,
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а именно при 𝑇 6 𝑇*, где 𝑇* дается равенством (3.8), следует из теоремы 3.1. Пусть
теперь 𝑇 > 𝑇*, а 𝑈𝑇* := (𝑢𝑇*

1 , 𝑢𝑇*
2 , 𝑢𝑇*

3 ) – решение системы нелинейных интегральных
уравнений (2.22) или, что то же самое, векторного уравнения (3.5) в области 𝐷𝑇*

класса 𝐶(𝐷𝑇*) согласно теореме 3.1. Для 𝑡 > ∆𝑡1 := 𝑇* систему (2.22) перепишем
в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢1(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

𝛼1(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢3(𝑃𝜏 ))(𝑢1(𝑃𝜏 ) + 𝑢2(𝑃𝜏 )) 𝑑𝜏

+
1
2

∫︁ 𝑡

𝛼2(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢3(𝑃𝜏0))(𝑢1(𝑃𝜏0) + 𝑢2(𝑃𝜏0)) 𝑑𝜏 + 𝐹1,Δ𝑡1(𝑥, 𝑡),

𝑢2(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

𝛼3(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢3(𝑄𝜏 ))(𝑢1(𝑄𝜏 ) + 𝑢2(𝑄𝜏 )) 𝑑𝜏 + 𝐹2,Δ𝑡1(𝑥, 𝑡),

𝑢3(𝑥, 𝑡) =
∫︁ 𝑡

𝛼3(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑢1(𝑄𝜏 ) 𝑑𝜏 + 𝐹3,Δ𝑡1(𝑥, 𝑡),

(4.1)
где

𝛼1(𝑥, 𝑡,∆𝑡1) := max(∆𝑡1, 𝑡− 𝑥), 𝛼2(𝑥, 𝑡,∆𝑡1) := max
(︂

∆𝑡1,
𝑡

2

)︂
,

𝛼3(𝑥, 𝑡,∆𝑡1) := max
(︂

∆𝑡1,
𝑥 + 𝑡

2

)︂
;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹1,Δ𝑡1(𝑥, 𝑡) := −1
2

∫︁ 𝛼1(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑡−𝑥

𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢𝑇*
3 (𝑃𝜏 ))(𝑢𝑇*

1 (𝑃𝜏 ) + 𝑢𝑇*
2 (𝑃𝜏 )) 𝑑𝜏

+
1
2

∫︁ 𝛼2(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑡/2

𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢
𝑇*
3 (𝑃𝜏0))(𝑢

𝑇*
1 (𝑃𝜏0) + 𝑢𝑇*

2 (𝑃𝜏0)) 𝑑𝜏 + 𝐹1(𝑥, 𝑡),

𝐹2,Δ𝑡1(𝑥, 𝑡) := −1
2

∫︁ 𝛼3(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

(𝑥+𝑡)/2

𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢𝑇*
3 (𝑄𝜏 ))(𝑢𝑇*

1 (𝑄𝜏 ) + 𝑢𝑇*
2 (𝑄𝜏 )) 𝑑𝜏 + 𝐹2(𝑥, 𝑡),

𝐹3,Δ𝑡1(𝑥, 𝑡) :=
∫︁ 𝛼3(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

(𝑥+𝑡)/2

𝑢𝑇*
1 (𝑄𝜏 ) 𝑑𝜏.

(4.2)
Поскольку выполняются условия леммы 2.2, то при любом положительном 𝜏 6 𝑇

для решения векторного уравнения (3.5) в области 𝐷𝜏 класса 𝐶(𝐷𝜏 ) справедлива
априорная оценка

‖𝑈‖𝐶(𝐷𝜏 ) 6 𝑅𝑇 (‖𝑓‖𝐶(𝐷𝜏 )), (4.3)

где 𝑅𝑇 = 𝑅𝑇 (𝑠) – неубывающая непрерывная функция своего аргумента 𝑠 > 0.
Положим 𝑅* := 𝑅𝑇 (‖𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 )).
В качестве ∆𝑡2 второго шага по 𝑡 возьмем

∆𝑡2 := min
{︂

1
4𝑀(𝑅1)𝑅1

,
1

4𝑐(𝑅1)𝑅1

}︂
, (4.4)

где
𝑅1 := 1 + 2𝑇𝑀(𝑅*)𝑅* + ‖𝐹‖𝐶(𝐷𝑇 ), 𝐹 := (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3). (4.5)

4*
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Систему уравнений (4.1) при 𝑡 ∈ [𝑇*, 𝑇*+∆𝑡2] перепишем в виде одного векторного
уравнения

𝑈 = Ψ𝑈, (4.6)

где оператор Ψ := (Ψ1, Ψ2, Ψ3) действует по формуле⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(Ψ1𝑈)(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

𝛼1(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢3(𝑃𝜏 ))(𝑢1(𝑃𝜏 ) + 𝑢2(𝑃𝜏 )) 𝑑𝜏

+
1
2

∫︁ 𝑡

𝛼2(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢3(𝑃𝜏0))(𝑢1(𝑃𝜏0)) + 𝑢2(𝑃𝜏0)) 𝑑𝜏 + 𝐹1,Δ𝑡1(𝑥, 𝑡),

(Ψ2𝑈)(𝑥, 𝑡) = −1
2

∫︁ 𝑡

𝛼3(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑔(𝑄𝜏 , 𝑢3(𝑄𝜏 ))(𝑢1(𝑄𝜏 ) + 𝑢2(𝑄𝜏 )) 𝑑𝜏 + 𝐹2,Δ𝑡1(𝑥, 𝑡),

(Ψ3𝑈)(𝑥, 𝑡) =
∫︁ 𝑡

𝛼3(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

𝑢1(𝑄𝜏 )𝑑𝜏 + 𝐹3,Δ𝑡1(𝑥, 𝑡).

(4.7)
Сначала покажем, что оператор Ψ переводит шар

𝐵([𝑇1, 𝑇2]; 𝑅1) := {𝑈 ∈ 𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2) : ‖𝑈‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 ) 6 𝑅1}

в себя, где

𝑇1 = 𝑇*, 𝑇2 = 𝑇* + ∆𝑡2, 𝐷𝑇1,𝑇2 := 𝐷 ∩ {𝑇1 6 𝑡 6 𝑇2}.

Действительно, в силу (3.3), (4.2)–(4.5) и (4.7) имеем

‖Ψ1𝑈‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 ) 6 2𝑀(𝑅1)𝑅1∆𝑡2 + 2𝑀(𝑅*)𝑅*∆𝑡1 + ‖𝐹1‖𝐶(𝐷𝑇 )

6 2−1 + 2𝑇𝑀(𝑅*)𝑅* + ‖𝐹‖𝐶(𝐷𝑇 ) 6 𝑅1.

Аналогично ‖Ψ𝑖𝑈‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 ) 6 𝑅1, 𝑖 = 2, 3, и, тем самым, окончательно получим, что

‖Ψ𝑈‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 ) 6 𝑅1.

Теперь покажем, что оператор Ψ является сжимающим отображением в этом
шаре. Действительно, при (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷𝑇1,𝑇2 в силу (3.3), (4.4) и (4.7) имеем

|(Ψ1𝑈
2 −Ψ1𝑈

1)(𝑥, 𝑡)|

6
1
2

∫︁ 𝑡

𝛼1(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

(︀
|𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢2

3(𝑃𝜏 ))− 𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢1
3(𝑃𝜏 ))||𝑢2

1(𝑃𝜏 ) + 𝑢2
2(𝑃𝜏 )|

+ |𝑔(𝑃𝜏 , 𝑢1
3(𝑃𝜏 ))||𝑢2

1(𝑃𝜏 )− 𝑢1
1(𝑃𝜏 ) + 𝑢2

2(𝑃𝜏 )− 𝑢1
2(𝑃𝜏 )|

)︀
𝑑𝜏

+
1
2

∫︁ 𝑡

𝛼1(𝑥,𝑡,Δ𝑡1)

(︀
|𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢

2
3(𝑃𝜏0))− 𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢

1
3(𝑃𝜏0))||𝑢2

1(𝑃𝜏0) + 𝑢2
2(𝑃𝜏0)|

+ |𝑔(𝑃𝜏0 , 𝑢
1
3(𝑃𝜏0))||𝑢2

1(𝑃𝜏0)− 𝑢1
1(𝑃𝜏0) + 𝑢2

2(𝑃𝜏0)− 𝑢1
2(𝑃𝜏0)|

)︀
𝑑𝜏

6 2𝑐(𝑅1)𝑅1∆𝑡2‖𝑢2
3 − 𝑢1

3‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 ) + 2𝑀(𝑅1)∆𝑡2‖𝑈2 − 𝑈1‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 )

6
1
2
‖𝑢2

3 − 𝑢1
3‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 ) +

1
2𝑅1

‖𝑈2 − 𝑈1‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 )



ЗАДАЧА КОШИ–ГУРСА ДЛЯ ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ 901

6

(︂
1
2

+
1

2𝑅1

)︂
‖𝑈2 − 𝑈1‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 ) = 𝑞1‖𝑈2 − 𝑈1‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 ),

где 𝑞1 := (1/2)(1 + 1/𝑅1) < 1, так как 𝑅1 > 1 в силу (4.5). Аналогично получаем,
что

|(Ψ𝑖𝑈
2 −Ψ𝑖𝑈

1)(𝑥, 𝑡)| 6 𝑞𝑖‖𝑈2 − 𝑈1‖𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2 ), 0 < 𝑞𝑖 := const < 1, 𝑖 = 2, 3.

Отсюда, в силу теоремы о сжимающем отображении следует разрешимость систе-
мы (4.6) в классе 𝐶(𝐷𝑇1,𝑇2).

Продолжая этот процесс шаг за шагом и учитывая, что в силу глобальной апри-
орной оценки (4.3) длина каждого шага ∆𝑡𝑖 не зависит от его номера 𝑖, мы получим
глобальную разрешимость системы (3.5), а, тем самым, и самой задачи (1.1), (1.2)
в области 𝐷𝑇 для любого 𝑇 > 0.

5. Единственность решения задачи (1.1), (1.2).

Лемма 5.1. Пусть выполнены условия (3.2), (3.3). Тогда для любого 𝑇 > 0 зада-
ча (1.1), (1.2) не может иметь более одного сильного обобщенного решения клас-
са 𝐶1 в области 𝐷𝑇 .

Доказательство. Действительно, предположим, что задача (1.1), (1.2) имеет
два возможных различных сильных обобщенных решения 𝑢1 и 𝑢2 класса 𝐶1 в обла-
сти 𝐷𝑇 . Согласно определению 1.1 существует такая последовательность функций
𝑢𝑖

𝑛 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 , Γ𝑇 ), что

lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑖
𝑛 − 𝑢𝑖||𝐶1(𝐷𝑇 ) = 0, lim

𝑛→∞
‖𝐿𝑢𝑖

𝑛 − 𝑓‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 0, 𝑖 = 1, 2, (5.1)

lim
𝑛→∞

‖𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢𝑖
𝑛)𝑢𝑖

𝑛𝑡 − 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢𝑖)𝑢𝑖
𝑡‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 0, 𝑖 = 1, 2. (5.2)

Воспользуемся известным обозначением � := 𝜕2/𝜕𝑡2 − 𝜕2/𝜕𝑥2 и положим 𝜔𝑛𝑚 :=
𝑢2

𝑛 − 𝑢1
𝑚. Легко видеть, что функция 𝜔𝑛𝑚 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 , Γ𝑇 ) удовлетворяет следующим

равенствам:
�𝜔𝑛𝑚 + 𝑔𝑛𝑚 = 𝑓𝑛𝑚, (5.3)

𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝛾2,𝑇

= 0, 𝜔𝑛𝑚|𝛾1,𝑇
= 0, (5.4)

где
𝑔𝑛𝑚 := 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢2

𝑛)𝑢2
𝑛𝑡 − 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢1

𝑚)𝑢1
𝑚𝑡, 𝑓𝑛𝑚 := 𝐿𝑢2

𝑛 − 𝐿𝑢1
𝑚. (5.5)

В силу первого равенства из (5.1) найдется такое число 𝐴 := const > 0, не зависящее
от индексов 𝑖 и 𝑛, что

‖𝑢𝑖
𝑛‖𝐶1(𝐷𝑇 ) 6 𝐴. (5.6)

Согласно вторым равенствам (5.1) и (5.5) имеем

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑓𝑛𝑚‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 0. (5.7)
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В силу (3.2), (3.3), (5.6) и первого равенства (5.5) легко видеть, что

𝑔2
𝑛𝑚 =

(︂
𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢2

𝑛)
𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡
+ (𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢2

𝑛)− 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢1
𝑚))𝑢1

𝑚𝑡

)︂2

6 2𝑀2(𝐴)
(︂

𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡

)︂2

+ 2𝐴2𝑐2(𝐴)𝜔2
𝑛𝑚. (5.8)

Умножая обе части равенства (5.3) на 𝜕𝜔𝑛𝑚/𝜕𝑡 и, интегрируя полученное равен-
ство по области 𝐷𝜏 , в силу (5.4), так же, как при получении неравенства (2.11)
из (2.5), (2.6), будем иметь

𝑤𝑛𝑚(𝜏) :=
∫︁

Ω𝜏

[︂(︂
𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑥

)︂2

+
(︂

𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡

)︂2]︂
𝑑𝑥 = 2

∫︁
𝐷𝜏

(𝑓𝑛𝑚 − 𝑔𝑛𝑚)
𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡
𝑑𝑥 𝑑𝑡. (5.9)

В силу оценки (5.8) и неравенства Коши получаем

2
∫︁

𝐷𝜏

(𝑓𝑛𝑚 − 𝑔𝑛𝑚)
𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡
𝑑𝑥 𝑑𝑡

6
∫︁

𝐷𝜏

(𝑓𝑛𝑚 − 𝑔𝑛𝑚)2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 +
∫︁

𝐷𝜏

(︂
𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡

6 2
∫︁

𝐷𝜏

𝑓2
𝑛𝑚 𝑑𝑥 𝑑𝑡 + 2

∫︁
𝐷𝜏

𝑔2
𝑛𝑚 𝑑𝑥 𝑑𝑡 +

∫︁
𝐷𝜏

(︂
𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡

6 2
∫︁

𝐷𝜏

𝑓2
𝑛𝑚 𝑑𝑥 𝑑𝑡 + 4𝐴2𝑐2(𝐴)

∫︁
𝐷𝜏

𝜔2
𝑛𝑚 𝑑𝑥 𝑑𝑡 + (1 + 4𝑀2(𝐴))

∫︁
𝐷𝜏

(︂
𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡.

(5.10)

Далее, в силу равенства

𝜔𝑛𝑚(𝑥, 𝑡) =
∫︁ 𝑡

𝑥

𝜕𝜔𝑛𝑚(𝑥, 𝜏)
𝜕𝑡

𝑑𝜏, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷𝑇 ,

которое следует из второго равенства (5.4), стандартными рассуждениями вытекает
неравенство [25; с. 63] ∫︁

𝐷𝜏

𝜔2
𝑛𝑚 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6 𝜏2

∫︁
𝐷𝜏

(︂
𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡. (5.11)

Из (5.9)–(5.11) следует, что

𝑤𝑛𝑚(𝜏) 6 (1 + 4𝑀2(𝐴) + 4𝜏2𝐴2𝑐2(𝐴))
∫︁

𝐷𝜏

(︂
𝜕𝜔𝑛𝑚

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑡 + 2
∫︁

𝐷𝜏

𝑓2
𝑛𝑚 𝑑𝑥 𝑑𝑡

6 (1 + 4𝑀2(𝐴) + 4𝑇 2𝑐2(𝐴))
∫︁ 𝜏

0

𝑤𝑛𝑚(𝜎) 𝑑𝜎 + 2
∫︁

𝐷𝑇

𝑓2
𝑛𝑚 𝑑𝑥 𝑑𝑡.

Следовательно, в силу леммы Гронуолла [24; с. 13] получаем, что

𝑤𝑛𝑚(𝜏) 6 𝑐2‖𝑓𝑛𝑚‖2𝐿2(𝐷𝑇 ), 0 < 𝜏 6 𝑇, (5.12)

где 𝑐2 := 2 exp(1 + 4𝑀2(𝐴) + 4𝑇 2𝐴2𝑐2(𝐴))𝑇 .
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Проводя те же рассуждения, которые привели к оценке (2.13), а также учитывая
очевидное неравенство

‖𝑓𝑛𝑚‖2𝐿2(𝐷𝑇 ) 6 ‖𝑓𝑛𝑚‖2𝐶(𝐷𝑇 )
mes 𝐷𝑇 ,

в силу (5.12) для (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷𝑇 будем иметь

|𝜔𝑛𝑚(𝑥, 𝑡)|2 6 𝑡𝑤𝑛𝑚(𝑡) 6 𝑇𝑐2 mes 𝐷𝑇 ‖𝑓𝑛𝑚‖2𝐶(𝐷𝑇 )
=

𝑐2𝑇
3

2
‖𝑓𝑛𝑚‖2𝐶(𝐷𝑇 )

.

Отсюда непосредственно следует

‖𝜔𝑛𝑚‖𝐶(𝐷𝑇 ) 6 𝑇

√︂
𝑐2𝑇

2
‖𝑓𝑛𝑚‖𝐶(𝐷𝑇 ). (5.13)

Согласно определению функции 𝜔𝑛𝑚 и первого равенства легко видеть, что

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝜔𝑛𝑚‖𝐶1(𝐷𝑇 ) = ‖𝑢2 − 𝑢1‖𝐶1(𝐷𝑇 )

и, тем более,
lim

𝑛,𝑚→∞
‖𝜔𝑛𝑚‖𝐶(𝐷𝑇 ) = ‖𝑢2 − 𝑢1‖𝐶(𝐷𝑇 ).

Поэтому, переходя в неравенстве (5.13) к пределу при 𝑛, 𝑚 → ∞, с учетом (5.7)
получим ‖𝑢2 − 𝑢1‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 0, т.е. 𝑢1 = 𝑢2. Лемма 5.1 доказана.

6. Случай отсутствия глобального решения задачи (1.1), (1.2). Ниже мы
покажем, что нарушение условия (2.1) может стать причиной отсутствия глобальной
разрешимости задачи (1.1), (1.2) в смысле определения 1.2. Действительно, пусть
𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑠) = −|𝑠|𝛼𝑠, 𝑠 ∈ R, и показатель нелинейности 𝛼 > −1.

Лемма 6.1. Пусть 𝑢 является сильным обобщенным решением задачи (1.1),
(1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 в смысле определения 1.1. Тогда справедливо следую-
щее интегральное равенство:∫︁

𝐷𝑇

𝑢�𝜙 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =
∫︁

𝐷𝑇

|𝑢|𝛼𝑢𝑢𝑡𝜙 𝑑𝑥 𝑑𝑡 +
∫︁

𝐷𝑇

𝑓𝜙 𝑑𝑥 𝑑𝑡 (6.1)

для любой функции 𝜙 такой, что

𝜙 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 ), 𝜙|𝑡=𝑇 = 0, 𝜙𝑡|𝑡=𝑇 = 0, 𝜙𝑥|𝛾2,𝑇
= 0. (6.2)

Доказательство. Согласно определению сильного обобщенного решения 𝑢 за-
дачи (1.1), (1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 функция 𝑢 ∈ 𝐶1(𝐷𝑇 ) и найдется такая
последовательность функций 𝑢𝑛 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 , Γ𝑇 ), что справедливы равенства (2.5)
и (2.6) для 𝑔 = −|𝑠|𝛼𝑠.

Положим 𝑓𝑛 := 𝐿𝑢𝑛. Умножим обе части равенства 𝐿𝑢𝑛 = 𝑓𝑛 на функцию 𝜙

и проинтегрируем полученное равенство по области 𝐷𝑇 . В результате интегрирова-
ния левой части этого равенства по частям с учетом (6.2) и условий (1.2) получим∫︁

𝐷𝑇

𝑢𝑛�𝜙 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =
∫︁

𝐷𝑇

|𝑢𝑛|𝛼𝑢𝑛𝑢𝑛𝑡𝜙 𝑑𝑥 𝑑𝑡 +
∫︁

𝐷𝑇

𝑓𝑛𝜙 𝑑𝑥 𝑑𝑡.

Переходя в этом равенстве к пределу при 𝑛 →∞, в силу (2.5) и (2.6) получим (6.1).
Этим лемма 6.1 доказана.
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Введем в рассмотрение функцию 𝜙0 := 𝜙0(𝑥, 𝑡) такую, что

𝜙0 ∈ 𝐶2(𝐷∞), 𝜙0 + 𝜙0
𝑡 6 0, 𝜙0|𝐷𝑇=1 > 0,

𝜙0
𝑥|𝛾2,∞ = 0, 𝜙0|𝑡>1 = 0

(6.3)

и число

𝜅0 :=
∫︁

𝐷𝑇=1

|�𝜙0|𝑝′

|𝜙0|𝑝′−1
𝑑𝑥 𝑑𝑡 < +∞, 𝑝′ =

𝛼 + 2
𝛼 + 1

. (6.4)

Легко проверить, что в качестве функции 𝜙0, удовлетворяющей условиям (6.3)
и (6.4) при достаточно больших положительных постоянных 𝑛 и 𝑚, может быть
взята функция

𝜙0(𝑥, 𝑡) =

{︃
𝑥𝑛(1− 𝑡)𝑚, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷𝑇=1,

0, 𝑡 > 1.

Положим 𝜙𝑇 (𝑥, 𝑡) := 𝜙0(𝑥/𝑇, 𝑡/𝑇 ), 𝑇 > 0. В силу (6.3) легко видеть, что

𝜙𝑇 ∈ 𝐶2(𝐷𝑇 ), 𝜙𝑇 + 𝑇
𝜕𝜙𝑇

𝜕𝑡
6 0, 𝜙𝑇 |𝐷𝑇

> 0,

𝜕𝜙𝑇

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝛾2,𝑇

= 0, 𝜙𝑇 |𝑡=𝑇 = 0,
𝜕𝜙𝑇

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑇

= 0.
(6.5)

При заданном 𝑓 рассмотрим функцию

𝜁(𝑇 ) :=
∫︁

𝐷𝑇

𝑓𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡, 𝑇 > 0. (6.6)

Имеет место следующая теорема об отсутствии глобальной разрешимости задачи
(1.1), (1.2).

Теорема 6.1. Пусть 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑠) = −|𝑠|𝛼𝑠, 𝑠 ∈ R, 𝛼 > −1, 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷∞) и 𝑓 > 0
в области 𝐷∞ . Тогда, если

lim inf
𝑇→+∞

𝜁(𝑇 ) > 0, (6.7)

то найдется такое положительное число 𝑇 * := 𝑇 *(𝑓), что при 𝑇 > 𝑇 * зада-
ча (1.1), (1.2) не может иметь сильного обобщенного решения 𝑢 класса 𝐶1 в обла-
сти 𝐷𝑇 .

Доказательство. Предположим, что при условиях этой теоремы существует
сильное обобщенное решение 𝑢 задачи (1.1), (1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 . Тогда
в силу леммы 6.1 имеет место равенство (6.1), в котором в силу (6.5) в качестве 𝜙

может быть взята функция 𝜙 = 𝜙𝑇 , т.е.∫︁
𝐷𝑇

𝑢�𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =
∫︁

𝐷𝑇

|𝑢|𝛼𝑢𝑢𝑡𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡 +
∫︁

𝐷𝑇

𝑓𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡. (6.8)

С учетом (1.2) и (6.5) имеем∫︁
𝐷𝑇

|𝑢|𝛼𝑢𝑢𝑡𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =
1

𝛼 + 2

∫︁
𝐷𝑇

𝜙𝑇
𝜕

𝜕𝑡
|𝑢|𝛼+2 𝑑𝑥 𝑑𝑡

= − 1
𝛼 + 2

∫︁
𝐷𝑇

|𝑢|𝛼+2 𝜕𝜙𝑇

𝜕𝑡
𝑑𝑥 𝑑𝑡 >

1
(𝛼 + 2)𝑇

∫︁
𝐷𝑇

|𝑢|𝛼+2𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡.
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Отсюда в силу (6.6) из (6.8) следует, что

1
𝑝𝑇

∫︁
𝐷𝑇

|𝑢|𝑝𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6
∫︁

𝐷𝑇

𝑢�𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡− 𝜁(𝑇 ), 𝑝 := 𝛼 + 2 > 1. (6.9)

Если в неравенстве Юнга с параметром 𝜀 > 0

𝑎𝑏 6
𝜀

𝑝
𝑎𝑝 +

1
𝑝′𝜀𝑝′−1

𝑏𝑝′ , 𝑎, 𝑏 > 0,
1
𝑝

+
1
𝑝′

= 1, 𝑝 > 1

возьмем 𝑎 = |𝑢|𝜙1/𝑝
𝑇 , 𝑏 = |�𝜙𝑇 |/𝜙

1/𝑝
𝑇 , то с учетом того, что 𝑝′/𝑝 = 𝑝′−1, мы получим

|𝑢�𝜙𝑇 | = |𝑢|𝜙1/𝑝
𝑇

|�𝜙𝑇 |
𝜙

1/𝑝
𝑇

6
1

𝑝𝑇
|𝑢|𝑝𝜙𝑇 +

𝑇 𝑝′−1

𝑝′
|�𝜙𝑇 |𝑝

′

𝜙𝑝′−1
𝑇

.

В силу (6.9) и последнего неравенства будем иметь

1− 𝜀

𝑝

∫︁
𝐷𝑇

𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6
1

𝑝′𝜀𝑝′−1

∫︁
𝐷𝑇

|�𝜙𝑇 |𝑝
′

𝜙𝑝′−1
𝑇

𝑑𝑥 𝑑𝑡− 𝜁(𝑇 ),

откуда при 𝜀 следует∫︁
𝐷𝑇

|𝑢|𝑝𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6
𝑝

(1− 𝜀)𝑝′𝜀𝑝′−1

∫︁
𝐷𝑇

|�𝜙𝑇 |𝑝
′

𝜙𝑝′−1
𝑇

𝑑𝑥 𝑑𝑡− 𝑝

1− 𝜀
𝜁(𝑇 ).

С учетом того, что 𝑝′ = 𝑝/(𝑝− 1), 𝑝 = 𝑝′/(𝑝− 1) и

min
0<𝜀<1

𝑝

(1− 𝜀)𝑝′𝜀𝑝′−1
= 𝑝𝑝′ ,

где минимум реализуется при 𝜀 = 1/𝑝, из последнего неравенства вытекает, что∫︁
𝐷𝑇

|𝑢|𝑝𝜙𝑇 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6 𝑝𝑝′
∫︁

𝐷𝑇

|�𝜙𝑇 |𝑝
′

𝜙𝑝′−1
𝑇

𝑑𝑥 𝑑𝑡− 𝑝

1− 𝜀
𝜁(𝑇 ). (6.10)

Поскольку 𝜙𝑇 (𝑥, 𝑡) := 𝜙0(𝑥/𝑇, 𝑡/𝑇 ), то в силу (6.3), (6.4), после замены перемен-
ных 𝑥 = 𝑇𝑥1, 𝑡 = 𝑇𝑡1, легко проверить, что∫︁

𝐷𝑇

|�𝜙𝑇 |𝑝
′

𝜙𝑝′−1
𝑇

𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 𝑇−2(𝑝′−1)

∫︁
𝐷𝑇=1

|�𝜙0|𝑝′

|𝜙0|𝑝′−1
𝑑𝑥1 𝑑𝑡1 = 𝑇−2(𝑝′−1)𝜅0.

Отсюда с учетом (6.5) из (6.10) получим

0 6
𝜅0

𝑝′𝑇 𝑝′−1
− 𝜁(𝑇 ). (6.11)

Поскольку 𝑝′ = 𝑝/(𝑝− 1) > 1, то −2(𝑝′ − 1) < 0 и в силу (6.4) будем иметь

lim
𝑇→+∞

𝜅0

𝑝′𝑇 𝑝′−1
= 0.

Поэтому в силу (6.7) найдется такое положительное число 𝑇 * := 𝑇 *(𝑓), что при
𝑇 > 𝑇 * правая часть неравенства (6.11) будет отрицательной, в то время как левая
часть этого неравенства неотрицательна. Отсюда непосредственно следует, что если
𝑢 – сильное обобщенное решение задачи (1.1), (1.2) класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 , то
обязательно 𝑇 6 𝑇 *, что и доказывает теорему 6.1.



906 С.С. ХАРИБЕГАШВИЛИ, О.М. ДЖОХАДЗЕ

Замечание 6.1. Легко проверить, что если 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷∞), 𝑓 > 0 и 𝑓(𝑥, 𝑡) > 𝑐𝑡−𝑚

при 𝑡 > 1, где 𝑐 = const > 0, 0 6 𝑚 = const 6 2, то условие (6.7) будет выполнено
и, тем самым, при 𝑔 = −|𝑠|𝛼𝑠, 𝑠 ∈ R, 𝛼 > −1 задача (1.1), (1.2) при достаточно
больших 𝑇 не будет иметь сильного обобщенного решения 𝑢 класса 𝐶1 в области 𝐷𝑇 .

Действительно, вводя в (6.6) преобразование независимых переменных 𝑥 и 𝑡 по
формуле 𝑥 = 𝑇𝑥1, 𝑡 = 𝑇𝑡1, после несложных преобразований будем иметь

𝜁(𝑇 ) = 𝑇 2

∫︁
𝐷𝑇=1

𝑓(𝑇𝑥1, 𝑇 𝑡1)𝜙0(𝑥1, 𝑡1) 𝑑𝑥1 𝑑𝑡1

> 𝑐𝑇 2−𝑚

∫︁
𝐷𝑇=1∩{𝑡1>𝑇−1}

𝑡−𝑚
1 𝜙0(𝑥1, 𝑡1) 𝑑𝑥1 𝑑𝑡1

+ 𝑇 2

∫︁
𝐷𝑇=1∩{𝑡1<𝑇−1}

𝑓(𝑇𝑥1, 𝑇 𝑡1)𝜙0(𝑥1, 𝑡1) 𝑑𝑥1 𝑑𝑡1

в предположении, что 𝑇 > 1. Далее, пусть 𝑇1 > 1 – произвольное фиксированное
число. Тогда из последнего неравенство для функций 𝜁 будем иметь

𝜁(𝑇 ) > 𝑐𝑇 2−𝑚

∫︁
𝐷𝑇=1∩{𝑡1>𝑇−1}

𝑡−𝑚
1 𝜙0(𝑥1, 𝑡1) 𝑑𝑥1 𝑑𝑡1

> 𝑐

∫︁
𝐷𝑇=1∩{𝑡1>𝑇−1

1 }
𝑡−𝑚
1 𝜙0(𝑥1, 𝑡1) 𝑑𝑥1 𝑑𝑡1,

если 𝑇 > 𝑇1 > 1. Из последнего неравенства сразу следует справедливость (6.7).
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