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2014 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК Том 205, № 4

УДК 517.956.35

С. С. Харибегашвили, О. М. Джохадзе

О глобальных и взрывных решениях
смешанной задачи с нелинейным граничным условием
для одномерного полулинейного волнового уравнения

Рассмотрена смешанная задача для одномерного полулинейного волно-
вого уравнения с нелинейным граничным условием. Такое условие возни-
кает, например, при описании процесса продольных колебаний пружины
при упругом закреплении одного из ее концов, не подчиняющемся линей-
ному закону Гука. Исследованы вопросы единственности, существования
глобальных и взрывных решений этой задачи в зависимости от харак-
тера нелинейностей, присутствующих как в уравнении, так и в краевом
условии.

Библиография: 14 названий.
Ключевые слова: полулинейное волновое уравнение, нелинейное

граничное условие, априорная оценка, теоремы сравнения, глобальные и
взрывные решения.

§ 1. Постановка задачи

В плоскости независимых переменных x и t в области DT := {(x, t) ∈ R2 :
0 < x < l, 0 < t < T} рассмотрим смешанную задачу определения решения
u(x, t) полулинейного волнового уравнения вида

Lu := utt − uxx + g(u) = f(x, t), (x, t) ∈ DT , (1.1)

удовлетворяющего следующим начальным

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l, (1.2)

и краевым условиям

ux(0, t) = F [u(0, t)] + β(t), u(l, t) = ν(t), 0 6 t 6 T, (1.3)

где f , ϕ, ψ, β, ν, g и F – заданные функции своих аргументов, а u – искомая
действительная функция.

Отметим, что при f ∈ C(DT ), g ∈ C(R), F ∈ C1(R), ϕ ∈ C2([0, l]), ψ ∈
C1([0, l]), β ∈ C1([0, T ]), ν ∈ C2([0, T ]) необходимыми условиями разрешимости
задачи (1.1)–(1.3) в классе C2(DT ) являются следующие условия согласования
второго порядка:

ϕ′(0) = F [ϕ(0)] + β(0), ψ′(0) = F ′[ϕ(0)]ψ(0) + β′(0),

ϕ(l) = ν(0), ψ(l) = ν′(0), ν′′(0)− ϕ′′(l) + g[ϕ(l)] = f(l, 0).
(1.4)

Положим Γ := Γ1 ∪ ω0 ∪ Γ2, где Γ1 = {(x, t) : x = 0, 0 6 t 6 T}, ω0 = {(x, t) :
t = 0, 0 6 x 6 l}, Γ2 = {(x, t) : x = l, 0 6 t 6 T}.

c⃝ С.С. Харибегашвили, О.М. Джохадзе, 2014
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Определение 1.1. Пусть функции

f ∈ C(DT ), g, F ∈ C(R), ϕ ∈ C1([0, l]),

ψ ∈ C([0, l]), β ∈ C([0, T ]), ν ∈ C1([0, T ])
(1.5)

удовлетворяют следующим условиям согласования первого порядка:

ϕ′(0) = F [ϕ(0)] + β(0), ϕ(l) = ν(0), ψ(l) = ν′(0). (1.6)

Функцию u будем называть сильным обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3)
класса C в областиDT , если u ∈ C(DT ) и существует такая последовательность
функций un ∈ C2(DT ), что

lim
n→∞

∥un − u∥C(DT ) = 0, lim
n→∞

∥Lun − f∥C(DT ) = 0, (1.7)

lim
n→∞

∥un( · , 0)− ϕ∥C1(ω0) = 0, lim
n→∞

∥unt( · , 0)− ψ∥C(ω0) = 0, (1.8)

lim
n→∞

∥∥unx(0, · )− F [un(0, · )]− β
∥∥

C(Γ1)
= 0, lim

n→∞

∥∥un(l, · )− ν
∥∥

C1(Γ2)
= 0.

(1.9)

Замечание 1.1. В случае ν = 0 в определении (1.1) от последовательнос-
ти un потребуем, чтобы un ∈ C̊2(DT ,Γ2) :=

{
v ∈ C2(DT ) : v|Γ2 = 0

}
.

Замечание 1.2. Очевидно, что классическое решение u ∈ C2(DT ) задачи
(1.1)–(1.3) является сильным обобщенным решением этой задачи класса C в об-
ласти DT .

Отметим, что нелинейное граничное условие вида (1.3) возникает, напри-
мер, при описании процесса продольных колебаний пружины в случае упру-
гого закрепления одного из ее концов, когда натяжение на этом конце яв-
ляется нелинейной функцией смещения [1; гл. II, § 1, п. 7, равенство (56)], а
также при описании процессов в распределенных автоколебательных системах
[2; дополнение при корректуре, п. 3, равенство (Д.7)], [3]. Задача (1.1)–(1.3)
для конкретных нелинейных функций, присутствующих в уравнении (1.1) и
в краевом условии (1.3), как в одномерном, так и в многомерном случае рас-
смотрена во многих работах (см., например, [4]–[8] и цитированную там ли-
тературу). В основном в этих работах решения u = u(x, t) рассматриваются
в энергетических пространствах, когда решения и их частные производные при
фиксированном t принадлежат пространствам Соболева по пространственным
переменным. В настоящей работе задача (1.1)–(1.3) исследуется в пространстве
непрерывных функций для достаточно широких классов нелинейных функций,
присутствующих как в уравнении (1.1), так и в краевых условиях (1.3).

Работа организована следующим образом. В § 2 при некоторых ограничени-
ях на функции g, F , β и ν получена априорная оценка для сильного обобщен-
ного решения u задачи (1.1)–(1.3) класса C в области DT в смысле определе-
ния 1.1. В § 3 приведена эквивалентная редукция поставленной задачи к систе-
ме нелинейных интегральных уравнений типа Вольтерра в классе непрерывных
функций. В § 4 доказаны теоремы сравнения решений некоторых смешанных
задач, а также теорема единственности решения нелинейной смешанной зада-
чи (1.1)–(1.3). В § 5 рассмотрен вопрос о разрешимости в целом в области DT ,
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T 6 l, задачи (1.1)–(1.3) в классе непрерывных функций, а также вопрос о
существовании глобального классического решения этой задачи в области D∞.
В § 6 изучен вопрос о локальной разрешимости задачи (1.1)–(1.3) без всяких
ограничений структурного характера, налагаемых на непрерывные функции
g, F , β и ν. В этом же параграфе рассмотрен вопрос о существовании взрыв-
ных решений задачи (1.1)–(1.3).

§ 2. Априорная оценка решения задачи (1.1)–(1.3)

Рассмотрим условия

G(g; s) :=
∫ s

0

g(s1) ds1 > −M1s
2−M2,

∫ s

0

F (s1) ds1 > −M3 ∀ s ∈ R, (2.1)

где Mi := const > 0, 1 6 i 6 3.

Лемма 2.1. Пусть выполнены условия (2.1) и β = ν = 0. Тогда для сильно-
го обобщенного решения u задачи (1.1)–(1.3) класса C в области DT в смысле
определения 1.1 справедлива априорная оценка

∥u∥C(DT ) 6 c1∥f∥C(DT ) + c2∥ϕ∥C1(ω0) + c3∥ψ∥C(ω0)

+ c4∥G(|g|; |ϕ|)∥1/2
C(ω0)

+ c5∥F∥C([−|ϕ(0)|,|ϕ(0)|]) + c6 (2.2)

с положительными постоянными ci = ci(M1,M2,M3, l, T ), 1 6 i 6 6, не зави-
сящими от функций u, g , f , ϕ, ψ , F .

Доказательство. Пусть u – сильное обобщенное решение задачи (1.1)–(1.3)
класса C в области DT . Тогда в силу определения 1.1 существует такая после-
довательность функций un ∈ C̊2(DT ,Γ2), что справедливы предельные равен-
ства (1.7)–(1.9).

Рассмотрим функцию un ∈ C̊2(DT ,Γ2) как решение следующей задачи:

Lun = fn, (2.3)
un|ω0 = ϕn, unt|ω0 = ψn, (2.4)
unx|Γ1 = F (un)|Γ1 + χn. (2.5)

Здесь

fn := Lun, (2.6)
ϕn := un|ω0 , ψn := unt|ω0 , (2.7)
χn := unx|Γ1 − F (un)|Γ1 . (2.8)

Умножая обе части равенства (2.3) на unt и интегрируя по области Dτ , 0 <
τ 6 T , получим

1
2

∫
Dτ

(u2
nt)t dx dt−

∫
Dτ

unxxunt dx dt+
∫

Dτ

[G(g;un)]t dx dt =
∫

Dτ

fnunt dx dt.

(2.9)
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Положим ωτ = {(x, t) : t = τ, 0 6 x 6 l, 0 6 τ 6 T}. Пусть ν := (νx, νt) –
единичный вектор внешней нормали к ∂Dτ . Легко видеть, что

νx|ωτ = 0, 0 6 τ 6 T, νx|Γ1 = −1, νx|Γ2 = 1,

νt|Γ1∪Γ2 = 0, νt|ω0 = −1, νt|ωτ = 1, 0 < τ 6 T.
(2.10)

Применяя интегрирование по частям (формулы Грина), с учетом (2.4), (2.10)
и того, что согласно замечанию 1.1 un ∈ C̊2(DT ,Γ2), будем иметь

1
2

∫
Dτ

(u2
nt)t dx dt+

∫
Dτ

[G(g;un)]t dx dt =
1
2

∫
∂Dτ

u2
ntνt ds+

∫
∂Dτ

G(g;un)νt ds

=
1
2

∫
ωτ

u2
nt dx−

1
2

∫
ω0

ψ2
n dx+

∫
ωτ

G(g;un) dx−
∫

ω0

G(g;ϕn) dx,

−
∫

Dτ

unxxunt dx dt =
∫

Dτ

[unxuntx − (unxunt)x] dx dt

=
1
2

∫
Dτ

(u2
nx)t dx dt−

∫
∂Dτ

unxuntνx ds =
1
2

∫
∂Dτ

u2
nxνt ds+

∫
Γ1,τ

unxunt dt

=
1
2

∫
ωτ

u2
nx dx−

1
2

∫
ω0

ϕ2
nx dx+

∫
Γ1,τ

unxunt dt, (2.11)

где Γ1,τ := Γ1 ∩ {t 6 τ}.
В силу (2.11) равенство (2.9) перепишем в виде

2
∫

Dτ

fnunt dx dt = 2
∫

Γ1,τ

unxunt dt+
∫

ωτ

(u2
nx + u2

nt) dx

+ 2
∫

ωτ

G(g;un) dx−
∫

ω0

(ϕ2
nx + ψ2

n) dx− 2
∫

ω0

G(g;ϕn) dx. (2.12)

С учетом (2.5) имеем∫
Γ1,τ

unxunt dt =
∫ τ

0

F [un(0, t)]dun(0, t) +
∫ τ

0

χn(t)unt(0, t) dt

=
∫ un(0,τ)

ϕn(0)

F (s1) ds1 +
∫ τ

0

χn(t)unt(0, t) dt

=
∫ 0

ϕn(0)

F (s1) ds1 +
∫ un(0,τ)

0

F (s1) ds1 + αn(τ), (2.13)

где

αn(τ) :=
∫ τ

0

χn(t)unt(0, t) dt,

причем в силу условий (1.9), (2.8) и того, что β = 0,

lim
n→∞

∥αn∥C([0,T ]) = 0. (2.14)
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Согласно (2.1) и (2.13) из (2.12) получаем

wn(τ) :=
∫

ωτ

(u2
nx + u2

nt) dx

6 2
∫

Dτ

fnunt dx dt+
∫

ω0

(ϕ2
nx + ψ2

n) dx+ 2
∫

ω0

G(g;ϕn) dx+ 2M1

∫
ωτ

u2
n dx

+ 2
∫ ϕn(0)

0

F (s1) ds1 + 2(M2l +M3) + 2∥αn∥C([0,T ]). (2.15)

Далее, поскольку в силу (2.7)

un(x, τ) = ϕn(x) +
∫ τ

0

unt(x, t) dt,

имеем

|un(x, τ)|2 6 2ϕ2
n(x) + 2

(∫ τ

0

unt(x, t) dt
)2

6 2ϕ2
n(x) + 2τ

∫ τ

0

u2
nt(x, t) dt.

Отсюда получаем ∫
ωτ

u2
n dx 6 2∥ϕn∥2L2(ω0)

+ 2T
∫ τ

0

wn(s) ds, (2.16)

где wn определена в левой части (2.15).
Примем во внимание (2.16) и неравенства

2fnunt 6 u2
nt + f2

n, ∥fn∥2L2(Dτ ) 6 lT∥fn∥2C(DT ),∫
Dτ

u2
nt dx dt =

∫ τ

0

[∫
ωs

u2
nt dx

]
ds 6

∫ τ

0

wn(s) ds,∫
ω0

(ϕ2
nx + ψ2

n) dx+ 2
∫

ω0

G(g;ϕn) dx

6 l∥ϕ′n∥2C(ω0)
+ l∥ψn∥2C(ω0)

+ 2l∥G(|g|; |ϕn|)∥C(ω0),

2
∫ ϕn(0)

0

F (s1) ds1 6 2|ϕn(0)| ∥F∥C([−|ϕn(0)|,|ϕn(0)|])

6 ϕ2
n(0) + ∥F∥2C([−|ϕn(0)|,|ϕn(0)|]),

4M1∥ϕn∥2L2(ω0)
+ ϕ2

n(0) + l∥ϕ′n∥2C(ω0)
6 (4M1l + 1)∥ϕn∥2C(ω0)

+ l∥ϕ′n∥2C(ω0)

6 l0(∥ϕn∥2C(ω0)
+ ∥ϕ′n∥2C(ω0)

) 6 l0∥ϕn∥2C1(ω0)
, l0 := max(4M1l + 1, l).

Тогда из (2.15) будем иметь

wn(τ) 6 (4M1T + 1)
∫ τ

0

wn(s) ds+ lT∥fn∥2C(DT ) + l0∥ϕn∥2C1(ω0)
+ l∥ψn∥2C(ω0)

+ 2l∥G(|g|; |ϕn|)∥C(ω0) + ∥F∥2C([−|ϕn(0)|,|ϕn(0)|])

+ 2(M2l +M3) + 2∥αn∥C([0,T ]).



126 С.С. ХАРИБЕГАШВИЛИ, О.М. ДЖОХАДЗЕ

Отсюда в силу леммы Гронуолла следует, что

wn(τ) 6
[
lT∥fn∥2C(DT ) + l0∥ϕn∥2C1(ω0)

+ l∥ψn∥2C(ω0)

+ 2l∥G(|g|; |ϕn|)∥C(ω0) + ∥F∥2C([−|ϕn(0)|,|ϕn(0)|])

+ 2(M2l +M3) + 2∥αn∥C([0,T ])

]
exp[T (4M1T + 1)]. (2.17)

Если (x, t) ∈ DT , то в силу определения пространства C̊2(DT ,Γ2) имеет
место равенство

un(x, t) = un(x, t)− un(l, t) =
∫ x

l

unx(s, t) ds,

откуда в силу (2.17) будем иметь

|un(x, t)|2 6
∫ l

x

ds

∫ l

x

u2
nx(s, t) ds 6 (l − x)

∫
ωt

u2
nx(s, t) ds 6 (l − x)wn(t) 6 lwn(t)

6
[
l2T∥fn∥2C(DT ) + ll0∥ϕn∥2C1(ω0)

+ l2∥ψn∥2C(ω0)
+ 2l2∥G(|g|; |ϕn|)∥C(ω0)

+ l∥F∥2C([−|ϕn(0)|,|ϕn(0)|]) + 2l(M2l +M3) + 2l∥αn∥C([0,T ])

]
× exp[T (4M1T + 1)].

Отсюда, используя очевидное неравенство
(∑m

i=1 a
2
i

)1/2

6
∑m

i=1 |ai|, получаем

∥un∥C(DT ) 6
[
l
√
T∥fn∥C(DT ) +

√
ll0∥ϕn∥C1(ω0) + l∥ψn∥C(ω0)

+ l
√

2∥G(|g|; |ϕn|)∥1/2
C(ω0)

+
√
l∥F∥C([−|ϕn(0)|,|ϕn(0)|]) +

√
2l(M2l+M3)

+
√

2l∥αn∥C([0,T ])

]
exp[2−1T (4M1T + 1)].

В силу (1.7), (1.8), (2.7) и (2.14), переходя в этом неравенстве к пределу при
n→∞, будем иметь

∥u∥C(DT ) 6
[
l
√
T∥f∥C(DT ) +

√
ll0∥ϕ∥C1(ω0) + l∥ψ∥C(ω0) + l

√
2∥G(|g|; |ϕ|)∥1/2

C(ω0)

+
√
l∥F∥C([−|ϕ(0)|,|ϕ(0)|]) +

√
2l(M2l +M3)

]
exp[2−1T (4M1T + 1)].

(2.18)

Лемма 2.1 доказана.

Замечание 2.1. Из (2.18) следует, что в оценке (2.2) для постоянных ci,
1 6 i 6 6, справедливы выражения

c1 = l
√
Tc0, c2 =

√
ll0c0, c3 = lc0, c4 = l

√
2c0, c5 =

√
lc0,

c6 =
√

2l(M2l +M3)c0, где c0 := exp[2−1T (4M1T + 1)].
(2.19)
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Замечание 2.2. Приведем некоторые классы функций, которые часто
встречаются в приложениях и для которых выполнены условия (2.1):

1) g(s) = g0(s) sign(s) + as+ b, где g0 ∈ C(R), g0 > 0, a, b, s ∈ R;
2) F (s) = F0(s) sign(s) + as+ b, где F0 ∈ C(R), F0 > 0, a, b, s ∈ R, a > 0;
3) g ∈ C(R), g

∣∣
(−∞,0)

∈ L1(−∞, 0), g
∣∣
(0,+∞)

> 0 (например, g(s) = exp(s),
s ∈ R).

Замечание 2.3. Ниже будет показано (см. п. 5), что, вообще говоря, и
в случае нарушения условия (2.1) тем не менее справедлива априорная оценка
решения задачи (1.1)–(1.3), но для более узких классов функций f , ϕ, ψ, β и ν
по сравнению с теми, которые приведены в лемме 2.1.

§ 3. Редукция задачи (1.1)–(1.3)
к системе нелинейных интегральных уравнений типа Вольтерра

В области Dl рассмотрим следующую линейную смешанную задачу:

�w := wtt − wxx = f̃(x, t), (x, t) ∈ Dl, (3.1)
w(x, 0) = ϕ(x), wt(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l, (3.2)

wx(0, t) = β̃(t), w(l, t) = ν(t), 0 6 t 6 l, (3.3)

где
f̃ ∈ C1(Dl), ϕ ∈ C2([0, l]), ψ ∈ C1([0, l]),

β̃ ∈ C1([0, l]), ν ∈ C2([0, l])
(3.4)

– заданные функции, удовлетворяющие следующим условиям согласования
второго порядка:

ϕ′(0) = β̃(0), ψ′(0) = β̃′(0), ϕ(l) = ν(0),

ψ(l) = ν′(0), ν′′(0)− ϕ′′(l) = f̃(l, 0),
(3.5)

а w ∈ C2(Dl) – искомая функция.
Решение задачи (3.1)–(3.3) будем искать в квадратурах в удобной форме

w(x, t) = A1(f̃ , β̃)(x, t) +B1(ϕ,ψ, ν)(x, t), (x, t) ∈ Dl, (3.6)

где операторы A1 и B1 будут построены ниже в явном виде.
С этой целью разобьем область Dl, являющуюся квадратом с вершинами

в точках O(0, 0), A(0, l), B(l, l) и C(l, 0), на четыре прямоугольных треуголь-
ника ∆1 := ∆OO1C, ∆2 := ∆OO1A, ∆3 := ∆CO1B и ∆4 := ∆O1AB, где точка
O1( l

2 ,
l
2 ) – центр квадрата Dl. В треугольнике ∆1 решение задачи (3.1)–(3.3),

как известно, дается формулой [9; гл. V, § 1, п. 2, формула (18)]

w(x, t) =
1
2
[
ϕ(x− t) + ϕ(x+ t)

]
+

1
2

∫ x+t

x−t

ψ(τ) dτ +
1
2

∫
Ω1

x,t

f̃(ξ, τ) dξ dτ, (x, t) ∈ ∆1, (3.7)

где Ω1
x,t – треугольник с вершинами в точках (x, t), (x− t, 0) и (x+ t, 0).
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Для получения решения задачи (3.1)–(3.3) в остальных треугольниках ∆2,
∆3 и ∆4 следует воспользоваться равенством [10; гл. III, § 15, п. 1, равенства (6)]

w(P ) = w(P1) + w(P2)− w(P3) +
1
2

∫
PP1P2P3

f̃(ξ, τ) dξ dτ, (3.8)

которое справедливо для любого характеристического для уравнения (3.1) пря-
моугольника PP1P2P3 ⊂ Dl, где P и P3, а также P1 и P2 – противоположные
вершины этого прямоугольника, причем ордината точки P больше ординат
остальных точек.

Пусть теперь точка (x, t) ∈ ∆2. Тогда, полагая

µ̃ := w|Γ1 (3.9)

и применяя равенство (3.8) для характеристического прямоугольника с верши-
нами в точках P (x, t), P1(0, t − x), P2(t, x) и P3(t − x, 0), а формулу (3.7) для
точки P2(t, x) ∈ ∆1, получим

w(x, t) = w(P1) + w(P2)− w(P3) +
1
2

∫
PP1P2P3

f̃(ξ, τ) dξ dτ

= µ̃(t− x)− ϕ(t− x) +
1
2
[
ϕ(t− x) + ϕ(t+ x)

]
+

1
2

∫ t+x

t−x

ψ(τ) dτ

+
1
2

∫
Ω1

t,x

f̃(ξ, τ) dξ dτ +
1
2

∫
PP1P2P3

f̃(ξ, τ) dξ dτ

= µ̃(t− x) +
1
2
[
ϕ(t+ x)− ϕ(t− x)

]
+

1
2

∫ t+x

t−x

ψ(τ) dτ +
1
2

∫
Ω2

x,t

f̃(ξ, τ) dξ dτ, (x, t) ∈ ∆2. (3.10)

Здесь Ω2
x,t – четырехугольник PP̃2P3P1, где P̃2 = P̃2(t+ x, 0).

Аналогично будем иметь

w(x, t) = ν(x+ t− l) +
1
2
[
ϕ(x− t)− ϕ(2l − x− t)

]
+

1
2

∫ 2l−x−t

x−t

ψ(τ) dτ +
1
2

∫
Ω3

x,t

f̃(ξ, τ) dξ dτ, (x, t) ∈ ∆3, (3.11)

w(x, t) = µ̃(t− x) + ν(x+ t− l)− 1
2
[
ϕ(t− x) + ϕ(2l − t− x)

]
+

1
2

∫ 2l−t−x

t−x

ψ(τ) dτ +
1
2

∫
Ω4

x,t

f̃(ξ, τ) dξ dτ, (x, t) ∈ ∆4. (3.12)

Здесь Ω3
x,t – четырехугольник с вершинами P 3(x, t), P 3

1 (l, x+ t− l), P 3
2 (x− t, 0)

и P 3
3 (2l − x − t, 0), а Ω4

x,t – пятиугольник с вершинами P 4(x, t), P 4
1 (0, t − x),

P 4
2 (t− x, 0), P 4

3 (2l − x− t, 0) и P 4
4 (l, x+ t− l).

Принимая во внимание, что при (x, t) ∈ ∆2

1
2

∫
Ω2

x,t

f̃(ξ, τ) dξ dτ =
1
2

∫ t−x

0

dτ

∫ x+t−τ

−x+t−τ

f̃(ξ, τ) dξ+
1
2

∫ t

t−x

dτ

∫ x+t−τ

x−t+τ

f̃(ξ, τ) dξ,
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в силу (3.10) будем иметь

wx(x, t) = −µ̃′(t− x) +
1
2
[
ϕ′(t+ x) + ϕ′(t− x) + ψ(t+ x) + ψ(t− x)

]
+

1
2

∫ t−x

0

[
f̃(x+ t− τ, τ) + f̃(−x+ t− τ, τ)

]
dτ

+
1
2

∫ t

t−x

[
f̃(x+ t− τ, τ)− f̃(x− t+ τ, τ)

]
dτ. (3.13)

Аналогично находим, что при (x, t) ∈ ∆2

wt(x, t) = µ̃′(t− x) +
1
2
[
ϕ′(t+ x)− ϕ′(t− x) + ψ(t+ x)− ψ(t− x)

]
+

1
2

∫ t−x

0

[
f̃(x+ t− τ, τ)− f̃(−x+ t− τ, τ)

]
dτ

+
1
2

∫ t

t−x

[
f̃(x+ t− τ, τ) + f̃(x− t+ τ, τ)

]
dτ. (3.14)

Полагая x = 0 в равенстве (3.13) и учитывая краевое условие (3.3), для
неизвестной функции µ̃ получим равенство

−µ̃′(t) + ϕ′(t) + ψ(t) +
∫ t

0

f̃(t− τ, τ) dτ = β̃(t), 0 6 t 6 l,

интегрирование которого с учетом начального условия µ̃(0) = ϕ(0) дает

µ̃(t) = A2(f̃ , β̃)(t) +B2(ϕ,ψ, ν)(t) := −
∫ t

0

β̃(τ) dτ + ϕ(t) +
∫ t

0

ψ(τ) dτ

+
∫ t

0

dτ1

∫ τ1

0

f̃(τ1 − τ, τ) dτ, 0 6 t 6 l. (3.15)

На основе формул (3.10), (3.12) решение задачи (3.1)–(3.3) в областях ∆2

и ∆4 с учетом (3.15) можно представить в виде

w(x, t) = −
∫ t−x

0

β̃(τ) dτ +
∫ t−x

0

ψ(τ) dτ +
∫ t−x

0

dτ1

∫ τ1

0

f̃(τ1 − τ, τ) dτ

+
1
2
[
ϕ(t+ x) + ϕ(t− x)

]
+

1
2

∫ t+x

t−x

ψ(τ) dτ

+
1
2

∫
Ω2

x,t

f̃(ξ, τ) dξ dτ, (x, t) ∈ ∆2, (3.16)

w(x, t) = −
∫ t−x

0

β̃(τ) dτ +
∫ t−x

0

ψ(τ) dτ + ν(x+ t− l)

+
∫ t−x

0

dτ1

∫ τ1

0

f̃(τ1 − τ, τ) dτ +
1
2
[
ϕ(t− x)− ϕ(2l − t− x)

]
+

1
2

∫ 2l−t−x

t−x

ψ(τ) dτ +
1
2

∫
Ω4

x,t

f̃(ξ, τ) dξ dτ, (x, t) ∈ ∆4. (3.17)

5 Математический сборник, т. 205, вып. 4
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Замечание 3.1. Если w – решение задачи (3.1)–(3.3), то для пары функ-
ций (w, µ̃ := w|Γ1) в силу равенств (3.6) и (3.15) справедливо интегральное
представление

(w, µ̃) = A(f̃ , β̃) +B(ϕ,ψ, ν), (3.18)

где A := (A1, A2), B := (B1, B2), причем операторы A1, A2 действуют на парах
функций (f̃ , β̃), а операторы B1, B2 – на тройках функций (ϕ,ψ, ν) согласно
формулам (3.7), (3.11), (3.15)–(3.17).

Замечание 3.2. Легко проверить, что в случае f̃ ∈ C(Dl), ϕ ∈ C1([0, l]),
ψ ∈ C([0, l]), β̃ ∈ C([0, l]), ν ∈ C1([0, l]), если выполнены условия согласования
первого порядка: ϕ′(0) = β̃(0), ϕ(l) = ν(0), ψ(l) = ν′(0), то с учетом фор-
мул (3.13), (3.14) для производных wx, wt в области ∆2 и аналогичных им
в остальных областях ∆1, ∆3 и ∆4 пара функций (w, µ̃), определенная равен-
ством (3.18), принадлежит классу C1(Dl) × C1([0, l]) и, более того, линейный
оператор

A : C(Dl)× C([0, l]) → C1(Dl)× C1([0, l]) (3.19)

из (3.18) является непрерывным. Аналогичное замечание справедливо для опе-
ратора B в соответствующих пространствах функций.

Замечание 3.3. Аналогично предыдущему замечанию можно проверить,
что если выполнены условия гладкости (3.4) и согласования второго порядка
(3.5), то согласно (3.6) построенная нами функция w с учетом равенств (3.7),
(3.11), (3.16) и (3.17) принадлежит классу C2(Dl) и является классическим
решением задачи (3.1)–(3.3).

Замечание 3.4. Отметим, что в случае, когда задача (3.1)–(3.3) рассмат-
ривается в областиDT при T 6 l, для пары функций (w, µ̃ := w|Γ1) приведенное
выше интегральное представление (3.18) остается в силе.

Теперь рассмотрим редукцию задачи (1.1)–(1.3) к системе нелинейных инте-
гральных уравнений типа Вольтерра. Пусть u является сильным обобщенным
решением этой задачи класса C в области DT , T 6 l, т.е. u ∈ C(DT ), и су-
ществует такая последовательность функций un ∈ C2(DT ), что справедливы
предельные равенства (1.7)–(1.9). Рассмотрим функцию un как классическое
решение задачи (3.1)–(3.3) при

f̃ = −g(un) + fn, ϕ = ϕn, ψ = ψn, β̃ = F (µn) + βn, ν = νn,

где

fn := Lun, ϕn := un|ω0 , ψn := unt|ω0 ,

µn := un|Γ1 , βn := unx|Γ1 − F (µn), νn := un|Γ2 .

В силу равенства (3.18) для функции un и ее следа µn := un|Γ1 справедливы
равенства

un = A1

(
−g(un) + fn, F (µn) + βn

)
+B1(ϕn, ψn, νn),

µn = A2

(
−g(un) + fn, F (µn) + βn

)
+B2(ϕn, ψn, νn).

(3.20)
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Принимая во внимание замечание 3.2, равенства (1.7)–(1.9) и переходя к пре-
делу при n→∞ в равенствах (3.20), получим, что пара функций (u, µ := u|Γ1)
в силу (3.18) удовлетворяет нелинейному операторному уравнению

(u, µ) = A0(u, µ), (3.21)

где
A0(u, µ) := A

(
−g(u), F (µ)

)
+A(f, β) +B(ϕ,ψ, ν). (3.22)

Замечание 3.5. Легко видеть, что если (ξ, τ) ∈ Ωi
x,t, 1 6 i 6 4, то τ 6 t, это

в силу формул (3.7), (3.11), (3.15)–(3.17) позволяет нам рассматривать (3.21)
как систему нелинейных интегральных уравнений типа Вольтерра относитель-
но переменной t. Отметим, что в линейном случае для этой системы применим
сходящийся метод последовательных приближений Пикара в соответствующих
пространствах функций.

Замечание 3.6. Аналогично замечанию 3.3 в силу уравнения (3.21) мож-
но заключить, что если u – сильное обобщенное решение задачи (1.1)–(1.3)
класса C в области DT , T 6 l, причем выполнены дополнительные условия
гладкости

f ∈ C1(DT ), g, F ∈ C1(R), ϕ ∈ C2([0, l]),

ψ ∈ C1([0, l]), β ∈ C1([0, l]), ν ∈ C2([0, l])
(3.23)

и условия согласования второго порядка (1.4), то u будет классическим реше-
нием этой же задачи из пространства C2(DT ).

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия гладкости (1.5) и согласования пер-
вого порядка (1.6). Функция u является сильным обобщенным решением зада-
чи (1.1)–(1.3) класса C в области DT в смысле определения 1.1 тогда и толь-
ко тогда, когда пара функций (u, µ := u|Γ1) является непрерывным решением
нелинейного операторного уравнения (3.21).

Доказательство. Действительно, пусть пара функций (u, µ) является не-
прерывным решением нелинейного операторного уравнения (3.21). Так как
выполнены условия (1.6), то в силу замечания 3.2 и равенства (3.21) функция u
будет принадлежать классу C1. Легко проверить, что

u|Γ1 = µ, u|ω0 = ϕ, ut|ω0 = ψ, ux|Γ1 = F (u)|Γ1 + β, u|Γ2 = ν.

(3.24)
Поскольку пространство Ck(DT )

(
Ck([0, d])

)
плотно в Ck1(DT )

(
Ck1([0, d])

)
,

где k1 < k [11; гл. I, § 6, теорема 1.6.2], найдутся такие последовательности
функций

fn ∈ C1(DT ), wn ∈ C2(DT ), (3.25)

что
lim

n→∞
∥fn − f∥C(DT ) = 0, lim

n→∞
∥wn − u∥C1(DT ) = 0. (3.26)

Аналогично, поскольку g, F ∈ C(R), найдутся такие последовательности функ-
ций

gn, Fn ∈ C1(R), (3.27)

5*



132 С.С. ХАРИБЕГАШВИЛИ, О.М. ДЖОХАДЗЕ

что для любого M := const > 0

lim
n→∞

∥gn − g∥C([−M,M ]) = 0, lim
n→∞

∥Fn − F∥C([−M,M ]) = 0. (3.28)

Положим

wn|ω0 =: ϕn ∈ C2([0, l]), wnt|ω0 =: ψn ∈ C1([0, l]),

wn|Γ1 =: µn ∈ C2([0, T ]), wnx|Γ1 − Fn(wn)|Γ1 =: βn ∈ C1([0, T ]),

wn|Γ2 =: νn ∈ C2([0, T ]).

(3.29)

В силу (3.24), (3.26), (3.28) и (3.29) будем иметь

lim
n→∞

∥ϕn − ϕ∥C1(ω0) = 0, lim
n→∞

∥ψn − ψ∥C(ω0) = 0,

lim
n→∞

∥µn − µ∥C1(Γ1) = 0, lim
n→∞

∥βn − β∥C(Γ1) = 0,

lim
n→∞

∥νn − ν∥C1(Γ2) = 0.

(3.30)

Отметим, что последовательности функций fn, wn, gn, Fn можно подобрать
таким образом, чтобы были выполнены следующие равенства в точках (0, 0) и
(l, 0):

ϕ′n(0) = Fn[ϕn(0)] + βn(0), ψ′n(0) = F ′n[ϕn(0)]ψn(0) + β′n(0),

ϕn(l) = νn(0), ψn(l) = ν′n(0), ν′′n(0)− ϕ′′n(l) + gn[ϕn(l)] = fn(l, 0).
(3.31)

Действительно, первые четыре равенства из (3.31) являются следствиями
обозначений (3.29). Что же касается последнего равенства из (3.31), то оно
может быть достигнуто, если от последовательности wn ∈ C2(DT ), кроме вто-
рого предельного равенства из (3.26), дополнительно потребовать в точке (l, 0),
чтобы

wntt(l, 0)− wnxx(l, 0) + gn[wn(l, 0)] = fn(l, 0). (3.32)

Для этого заметим, поскольку C4(DT ) плотно в C1(DT ), для u ∈ C1(DT ) най-
дется такая последовательность функций w̃n ∈ C4(DT ), что

∥w̃n − u∥C1(DT ) <
1
n
.

При δ ∈ (0, l) рассмотрим на [0, l] непрерывную кусочно линейную функцию

hδ(x) =

1 при 0 6 x 6 l − δ,

−x
δ

+
l

δ
при l − δ 6 x 6 l.

В соответствии с очевидным равенством

w̃n(x, t) = w̃n(x, 0) + tw̃nt(x, 0) +
∫ t

0

(t− τ)w̃ntt(x, τ) dτ

= w̃n(l, 0) + (x− l)w̃nx(l, 0) +
∫ x

l

(x− ξ)w̃nxx(ξ, 0) dξ

+ tw̃nt(x, 0) +
∫ t

0

(t− τ)w̃ntt(x, τ) dτ
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положим

wn(x, t) = w̃n(l, 0) + (x− l)w̃nx(l, 0) +
∫ x

l

(x− ξ)
[
w̃nxx(ξ, 0)hδ(ξ)

+ k(1− hδ(ξ))
]
dξ + tw̃nt(x, 0) +

∫ t

0

(t− τ)w̃ntt(x, τ) dτ,

k := w̃ntt(l, 0) + gn[w̃n(l, 0)]− fn(l, 0). (3.33)

Очевидно, что функция wn из (3.33) принадлежит классу C2(DT ) и для нее
выполнено условие (3.32). Далее,

|w̃n(x, t)− wn(x, t)| 6
∣∣∣∣∫ max(x,l−δ)

l

(x− ξ)[1− hδ(ξ)]
[
w̃nxx(ξ, 0)− k

]
dξ

∣∣∣∣
6 δ

[
max
06x6l

|w̃nxx(x, 0)|+ |k|
]
,

|w̃nx(x, t)− wnx(x, t)|

6

∣∣∣∣∫ max(x,l−δ)

l

[1− hδ(ξ)]
[
w̃nxx(ξ, 0)− k

]
dξ

∣∣∣∣ 6 δ
[

max
06x6l

|w̃nxx(x, 0)|+ |k|
]
.

Отсюда, с учетом того, что w̃nt = wnt при достаточно малом δ, следует, что
∥w̃n − wn∥C1(DT ) <

1
n и, тем самым,

∥wn − u∥C1(DT ) 6 ∥w̃n − u∥C1(DT ) + ∥w̃n − wn∥C1(DT ) 6
2
n
.

Поэтому построенная таким образом последовательность wn будет искомой.
Теперь построим последовательность пар функций (un, µn) в соответствии

с (3.21), (3.22), т.е.

un = A1

(
−gn(wn) + fn, Fn(µn) + βn

)
+B1(ϕn, ψn, νn), (3.34)

µn = A2

(
−gn(wn) + fn, Fn(µn) + βn

)
+B2(ϕn, ψn, νn), (3.35)

где операторы Ai, Bi, i = 1, 2, определены в замечании 3.1.
В силу (3.25), (3.27), (3.29), (3.31) и замечания 3.3 пара функций (un, µn), оп-

ределенная равенствами (3.34), (3.35), принадлежит классу C2(DT )×C2([0, T ])
и удовлетворяет следующим равенствам:

�un = −gn(wn) + fn, un|ω0 = ϕn, unt|ω0 = ψn,

unx|Γ1 = Fn(µn) + βn, un|Γ2 = νn.
(3.36)

Приняв во внимание (3.21), (3.22), (3.26), (3.28), (3.30), а также замечания
3.2 и переходя к пределу при n → ∞ в правых частях равенств (3.34), (3.35),
получим

un → A1

(
−g(u) + f, F (µ) + β

)
+B1(ϕ,ψ, ν) = u,

µn → A2

(
−g(u) + f, F (µ) + β

)
+B2(ϕ,ψ, ν) = µ.

Таким образом,

lim
n→∞

∥un − u∥C(DT ) = 0, lim
n→∞

∥µn − µ∥C(Γ1) = 0. (3.37)
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С другой стороны, в силу (1.1), (3.1), (3.36), а также (3.26), (3.28) имеем:
Lun = �un + g(un) = [g(un) − gn(wn)] + fn → f в пространстве C(DT ) при
n → ∞. Отсюда, а также из (3.24), (3.26), (3.29), (3.37) и замечания 3.2 выте-
кают предельные равенства (1.7)–(1.9). Таким образом, функция u ∈ C(DT )
является сильным обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3) класса C в обла-
сти DT в смысле определения 1.1. Обратное утверждение нами уже было до-
казано выше.

Замечание 3.7. Ниже нам понадобятся следующие легко проверяемые не-
равенства. Поскольку при (x, t) ∈ Dl имеют место неравенства x−t 6 2l−x−t,
t − x 6 2l − t − x, в случае, когда ϕ1 6 ϕ2 и ϕ′1 > ϕ′2, где ϕ1, ϕ2 ∈ C1, будем
иметь

1
2
[
ϕ1(x− t) + ϕ1(x+ t)

]
6

1
2
[
ϕ2(x− t) + ϕ2(x+ t)

]
, (x, t) ∈ ∆1,

1
2
[
ϕ1(t+ x) + ϕ1(t− x)

]
6

1
2
[
ϕ2(t+ x) + ϕ2(t− x)

]
, (x, t) ∈ ∆2,

и поскольку (ϕ2 − ϕ1)′ 6 0, (ϕ2 − ϕ1)(x1) > (ϕ2 − ϕ1)(x2) при x1 < x2, т.е.
ϕ1(x1)− ϕ1(x2) 6 ϕ2(x2)− ϕ2(x2), следовательно,

1
2
[
ϕ1(x− t)− ϕ1(2l − x− t)

]
6

1
2
[
ϕ2(x− t)− ϕ2(2l − x− t)

]
, (x, t) ∈ ∆3,

1
2
[
ϕ1(t− x)− ϕ1(2l − t− x)

]
6

1
2
[
ϕ2(t− x)− ϕ2(2l − t− x)

]
, (x, t) ∈ ∆4.

§ 4. Теоремы сравнения решений некоторых вспомогательных
смешанных задач. Единственность решения задачи (1.1)–(1.3)

Рассмотрим в области DT , T 6 l, линейные смешанные задачи в следующей
постановке

�v = ai(x, t)v + Φi(x, t), (x, t) ∈ DT ,

v(x, 0) = ϕ̃i(x), vt(x, 0) = ψ̃i(x), 0 6 x 6 l,

vx(0, t) = γi(t)v(0, t) + β̃i(t), v(l, t) = ν̃i(t), 0 6 t 6 T,

(4.1)

где ai, Φi ∈ C(DT ), ϕ̃i ∈ C2([0, l]), ψ̃i ∈ C1([0, l]), γi, β̃i ∈ C1([0, T ]), ν̃i ∈
C2([0, T ]) – заданные функции, удовлетворяющие следующим условиям со-
гласования второго порядка: ϕ̃′i(0) = γi(0)ϕ̃i(0) + β̃i(0), ψ̃′i(0) = γ′i(0)ϕ̃i(0) +
γi(0)ψ̃i(0)+β̃′i(0), ϕ̃i(l) = ν̃i(0), ψ̃i(l) = ν̃′i(0), ν̃′′i (0)−ϕ̃′′i (l) = ai(l, 0)ν̃i(0)+Φi(l, 0),
i = 1, 2, а v ∈ C2(DT ) – искомая функция.

Теорема 4.1. Пусть v1 и v2 – решения задачи (4.1) класса C2(DT ) соот-
ветственно при i = 1 и i = 2. Тогда если

a1(x, t) 6 a2(x, t), Φ1(x, t) 6 Φ2(x, t), (x, t) ∈ DT ,

ϕ̃1(x) 6 ϕ̃2(x), ϕ̃′1(x) > ϕ̃′2(x), ψ̃1(x) 6 ψ̃2(x), 0 6 x 6 l,

γ1(t) > γ2(t), β̃1(t) > β̃2(t), ν̃1(t) 6 ν̃2(t), 0 6 t 6 T,

(4.2)

то
v1(x, t) 6 v2(x, t), (x, t) ∈ DT . (4.3)
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Доказательство. В силу замечания 3.5 пара функций (vi, µi := vi|Γ1) удо-
влетворяет следующей системе линейных интегральных уравнений типа Воль-
терра:

vi = A1(aivi + Φi, γiµi + β̃i) +B1(ϕ̃i, ψ̃i, ν̃i),

µi = A2(aivi + Φi, γiµi + β̃i) +B2(ϕ̃i, ψ̃i, ν̃i),

к которой в метрике пространства C(DT ) × C([0, T ]) стремятся соответствую-
щие последовательные приближения Пикара

vi,0 = 0, µi,0 = 0,

vi,m = A1

(
aivi,m−1 + Φi, γiµi,m−1 + β̃i

)
+B1(ϕ̃i, ψ̃i, ν̃i),

µi,m = A2

(
aivi,m−1 + Φi, γiµi,m−1 + β̃i

)
+B2(ϕ̃i, ψ̃i, ν̃i),

(4.4)

где i = 1, 2, m = 1, 2, . . . .
В силу (4.2), представлений (3.7), (3.10)–(3.12) для решения w линейной за-

дачи (3.1)–(3.3) и замечания 3.7 легко видеть, что последовательные прибли-
жения vi,m, µi,m, i = 1, 2, из (4.4) удовлетворяют следующим неравенствам

v1,m 6 v2,m, µ1,m 6 µ2,m, m = 0, 1, 2, . . . . (4.5)

Поскольку (vi,m, µi,m) → (vi, µi) в пространстве C(DT )× C([0, T ]) при m→∞,
переходя к пределу в первом неравенстве из (4.5), получим (4.3). Что и требо-
валось доказать.

Теперь рассмотрим в области DT , T 6 l, нелинейные смешанные задачи
в следующей постановке:

Liu := �u+ gi(u) = fi(x, t), (x, t) ∈ DT ,

u(x, 0) = ϕi(x), ut(x, 0) = ψi(x), 0 6 x 6 l,

ux(0, t) = Fi[u(0, t)] + βi(t), u(l, t) = νi(t), 0 6 t 6 T,

(4.6)

где “данные” этой задачи (т.е. функции f , ϕ, ψ, β, ν, g) удовлетворяют условиям
гладкости и согласования, указанным в замечании 3.6.

Теорема 4.2. Пусть u1 и u2 – решения задачи (4.6) класса C2(DT ) соот-
ветственно при i = 1 и i = 2. Тогда если

g1, g2 ∈ C1(R); g′1(s) 6 0 или g′2(s) 6 0; g1(s) > g2(s), s ∈ R,
f1(x, t) 6 f2(x, t), (x, t) ∈ DT ,

ϕ1(x) 6 ϕ2(x), ϕ′1(x) > ϕ′2(x), ψ1(x) 6 ψ2(x), 0 6 x 6 l,

F1, F2 ∈ C1(R); F ′1(s) 6 0 или F ′2(s) 6 0; F1(s) > F2(s), s ∈ R,
β1(t) > β2(t), ν1(t) 6 ν2(t), 0 6 t 6 T,

(4.7)
то

u1(x, t) 6 u2(x, t), (x, t) ∈ DT . (4.8)
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Доказательство. В силу равенств (4.6) разность v2 := u2−u1 можно рас-
сматривать как решение следующей линейной смешанной задачи:

�v2 = a2(x, t)v2 + Φ2(x, t), (x, t) ∈ DT ,

v2(x, 0) = ϕ̃2(x), v2t(x, 0) = ψ̃2(x), 0 6 x 6 l,

v2x(0, t) = γ2(t)v(0, t) + β̃2(t), v(l, t) = ν̃2(t), 0 6 t 6 T.

(4.9)

Здесь

a2 := −
∫ 1

0

g′2[u1 + (u2 − u1)s] ds, Φ2 := g1(u1)− g2(u1) + f2 − f1,

или

a2 := −
∫ 1

0

g′1[u2 + (u1 − u2)s] ds, Φ2 := g1(u2)− g2(u2) + f2 − f1,

ϕ̃2 := ϕ2 − ϕ1, ψ̃2 := ψ2 − ψ1,

γ2 :=
∫ 1

0

F ′2[u1 + (u2 − u1)s] ds, β̃2 := F2(u1)− F1(u1) + β2 − β1,

или

γ2 :=
∫ 1

0

F ′1[u2 + (u1 − u2)s] ds, β̃2 := F2(u2)− F1(u2) + β2 − β1,

ν̃2 := ν2 − ν1.

При этом в силу (4.7) будем иметь

a2 > 0, Φ2 > 0, ϕ̃2 > 0, ϕ̃′2 6 0, ψ̃2 > 0,

γ2 6 0, β̃2 6 0, ν̃2 > 0.
(4.10)

Если теперь сравнить решение v2 линейной смешанной задачи (4.9) с реше-
нием v1 = 0 соответствующей (4.9) однородной задачи, а также принять во
внимание неравенства (4.10), то в силу теоремы сравнения 4.1 получим, что
v2 > v1 = 0, т.е. имеет место (4.8). Этим теорема 4.2 доказана.

Из замечания 3.6 и теоремы 4.2 непосредственно вытекает следующее

Следствие 4.1. Если u1 и u2 – сильные обобщенные решения задачи (4.6)
класса C в области DT в смысле определения 1.1 соответственно при i = 1
и i = 2 и справедливы условия (4.7), причем для f = fi , g = gi , F = Fi ,
ϕ = ϕi , ψ = ψi , β = βi , ν = νi , i = 1, 2, выполнены условия гладкости (3.23) и
согласования (1.4), то имеет место (4.8).

Теперь докажем следующую теорему.

Теорема 4.3. Пусть ui – сильное обобщенное решение задачи (1.1)–(1.3)
класса C в области DT в смысле определения 1.1 при f = fi , ϕ = ϕi , ψ = ψi ,
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β = βi , ν = νi , g = gi , F = Fi , i = 1, 2. Тогда если

g1, g2 ∈ C1(R); g′1(s) 6 0 или g′2(s) 6 0; g1(s) > g2(s), s ∈ R,
f1(x, t) < f2(x, t), (x, t) ∈ DT , (4.11)

ϕ1(x) < ϕ2(x), ϕ′1(x) > ϕ′2(x), ψ1(x) < ψ2(x), 0 6 x 6 l, (4.12)
F1, F2 ∈ C1(R); F ′1(s) 6 0 или F ′2(s) 6 0; F1(s) > F2(s), s ∈ R,

β1(t) > β2(t), ν1(t) < ν2(t), 0 6 t 6 T, (4.13)

то
u1(x, t) 6 u2(x, t), (x, t) ∈ DT . (4.14)

Доказательство. В условиях теоремы 4.3 существует такая последова-
тельность функций ui

n ∈ C2(DT ), i = 1, 2, что

lim
n→∞

∥ui
n − ui∥C(DT ) = 0, lim

n→∞
∥Liu

i
n − fi∥C(DT ) = 0, (4.15)

lim
n→∞

∥ui
n( · , 0)− ϕi∥C1(ω0) = 0, lim

n→∞

∥∥ui
nt( · , 0)− ψi

∥∥
C(ω0)

= 0, (4.16)

lim
n→∞

∥∥ui
nx(0, · )− Fi[ui

n(0, · )]− βi

∥∥
C(Γ1)

= 0,

lim
n→∞

∥∥ui
n(l, · )− νi

∥∥
C1(Γ2)

= 0.
(4.17)

Рассмотрим функцию ui
n ∈ C2(DT ), i = 1, 2, как решение следующей задачи:

Liu
i
n = fin,

ui
n|ω0 = ϕin, ui

nt|ω0 = ψin, ui
nx|Γ1 = Fi(ui

n)|Γ1 + βin, ui
n|Γ2 = νin.

(4.18)
Здесь при i = 1, 2

fin := Liu
i
n, ϕin := ui

n|ω0 , ψin := ui
nt|ω0 ,

βin := ui
nx|Γ1 − Fi(ui

n)|Γ1 , νin := ui
n|Γ2 .

В силу условия (4.11) и fi ∈ C(DT ), i = 1, 2, имеем inf(x,t)∈DT

(
f2(x, t) −

f1(x, t)
)

= 2ε = const > 0 и, тем самым,

f1(x, t) + ε 6 f2(x, t)− ε, (x, t) ∈ DT , (4.19)

а в силу (4.15) и (4.18) найдется такое натуральное число n1, что при n > n1

справедливы неравенства

f1n(x, t) 6 f1(x, t) + ε, f2(x, t)− ε 6 f2n(x, t), (x, t) ∈ DT . (4.20)

Теперь из (4.19) и (4.20) следует, что

f2n(x, t) > f2(x, t)− ε > f1(x, t) + ε > f1n(x, t), (x, t) ∈ DT . (4.21)

В силу (4.12), (4.13), (4.16)–(4.18) аналогичным образом найдется такое на-
туральное число n2, что при n > n2 справедливы неравенства

ϕ1n(x) 6 ϕ2n(x), ϕ′1n(x) > ϕ′2n(x), ψ1n(x) 6 ψ2n(x), 0 6 x 6 l,

β1n(t) > β2n(t), ν1n(t) 6 ν2n(t), 0 6 t 6 T.
(4.22)
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Поскольку u1
n и u2

n являются решениями задачи (4.18) соответственно при
i = 1 и i = 2, причем справедливы неравенства (4.21), (4.22) при n > n0 :=
max(n1, n2), в силу теоремы 4.2 будем иметь

u1
n(x, t) 6 u2

n(x, t), (x, t) ∈ DT , n > n0,

откуда при n→∞ следует (4.14). Что и требовалось доказать.

Следствие 4.2. При выполнении условий (3.23), (1.4) и

g′(s) 6 0, F ′(s) 6 0, s ∈ R, (4.23)

из доказанных выше теорем непосредственно вытекает единственность
сильного обобщенного решения задачи (1.1)–(1.3) класса C в области DT

в смысле определения 1.1.

Действительно, предположим, что задача (1.1)–(1.3) имеет два различных
сильных обобщенных решения u1 и u2 класса C в области DT . Полагая f1 =
f2 = f , g1 = g2 = g, ϕ1 = ϕ2 = ϕ, ψ1 = ψ2 = ψ, F1 = F2 = F , β1 = β2 = β,
ν1 = ν2 = ν, с учетом (4.23) и в силу следствия 4.1 будем иметь u1 6 u2. Теперь,
поменяв местами u1 и u2 и снова воспользовавшись следствием 4.1, получим
u2 6 u1. Отсюда следует u1 = u2, что противоречит нашему допущению.

Единственность сильного обобщенного решения задачи (1.1)–(1.3) на самом
деле справедлива при менее ограничительных условиях на “данные” этой зада-
чи. Действительно, справедлива следующая

Теорема 4.4. Задача (1.1)–(1.3) не может иметь более одного сильного
обобщенного решения класса C в области DT в смысле определения 1.1, если
в (1.5) дополнительно потребовать, чтобы g, F ∈ C1(R).

Доказательство. Допустим, что задача (1.1)–(1.3) имеет два возможных
различных сильных обобщенных решения u1 и u2 класса C в области DT . То-
гда в силу леммы 3.1 пары функций (u1, µ1 := u1|Γ1) и (u2, µ2 := u2|Γ1) явля-
ются непрерывными решениями нелинейной системы интегральных уравнений
(3.21). Положим u0 := u2 − u1, µ0 := µ2 − µ1. С учетом (3.15) и (3.16) имеем

u0(x, t) = −
∫ t−x

0

[F (µ2)− F (µ1)](τ) dτ

−
∫ t−x

0

dτ1

∫ τ1

0

[g(u2)− g(u1)](τ1 − τ, τ) dτ

− 1
2

∫
Ω2

x,t

[g(u2)− g(u1)](ξ, τ) dξ dτ, (x, t) ∈ ∆2,

µ0(t) = −
∫ t

0

[F (µ2)− F (µ1)](τ) dτ

−
∫ t

0

dτ1

∫ τ1

0

[g(u2)− g(u1)](τ1 − τ, τ) dτ, 0 6 t 6 T.

(4.24)
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Поскольку

F (µ2)− F (µ1) =
[∫ 1

0

F ′[µ1 + (µ2 − µ1)s] ds
]
µ0,

g(u2)− g(u1) =
[∫ 1

0

g′[u1 + (u2 − u1)s] ds
]
u0,

(4.25)

считая ui, µi фиксированными функциями и полагая

u0(t) := max
06x6l

|u0(x, t)|, 0 6 t 6 T,

в силу (4.24) и (4.25) получим

|u0(x, t)| 6 M0

∫ t

0

[
|µ0(τ)|+ u0(τ)

]
dτ, (x, t) ∈ ∆2 ∩ {t < T},

|µ0(t)| 6 M0

∫ t

0

[
|µ0(τ)|+ u0(τ)

]
dτ, 0 6 t 6 T,

(4.26)

где M0 – положительная постоянная, зависящая от g, F и фиксированных
функций ui, µi, i = 1, 2. Аналогичные рассуждения, проведенные в остальных
областях ∆j ∩ {t < T} при, быть может, увеличении M0, позволяют получить
неравенства

|u0(x, t)| 6 M0

∫ t

0

[
|µ0(τ)|+u0(τ)

]
dτ, (x, t) ∈ ∆j ∩ {t < T}, j ̸= 2.

(4.27)
Из (4.26) и (4.27) следует, что

|µ0(t)|+ u0(t) 6 2M0

∫ t

0

[
|µ0(τ)|+ u0(τ)

]
dτ, 0 6 t 6 T.

Отсюда в силу леммы Гронуолла получим, что u0(t) = 0, 0 6 t 6 T , т.е. u1 = u2.
Полученное противоречие доказывает теорему 4.4.

Следствие 4.3. Теорема 4.1 и рассуждения, приведенных при доказатель-
стве следствия 4.2 позволяют заключить, что линейная смешанная задача
(4.1) не может иметь более одного классического решения.

§ 5. Случаи разрешимости в целом в области DT для любого T 6 l

задачи (1.1)–(1.3) в классе непрерывных функций

При τ ∈ [0, 1] и T 6 l предположим, что u = uτ является сильным обобщен-
ным решением класса C в области DT , T 6 l, следующей задачи:

utt − uxx = τ [−g(u) + f(x, t)], (x, t) ∈ DT ,

u(x, 0) = τϕ(x), ut(x, 0) = τψ(x), 0 6 x 6 l,

ux(0, t) = τ{F [u(0, t)] + β(t)}, u(l, t) = τν(t), 0 6 t 6 T,

(5.1)
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где “данные” этой задачи удовлетворяют условиям гладкости (1.5) и согласо-
вания, аналогичным (1.6): ϕ′(0) = F [τϕ(0)] + β(0), ϕ(l) = ν(0), ψ(l) = ν′(0).
Легко видеть, что эти условия будут выполнены, если

ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = F (0) + β(0), ϕ(l) = ν(0), ψ(l) = ν′(0). (5.2)

Аналогичные рассуждения показывают, что если u = uτ является классиче-
ским решением задачи (5.1) для любого τ ∈ [0, 1], то в соответствии с замеча-
нием 3.6 естественно потребовать, чтобы были выполнены условия гладкости
(3.23), а вместо (1.4) имели место равенства

ϕ(0) = 0, ϕ(l) = 0, ψ(0) = 0, ϕ′(0) = F (0) + β(0),

ψ′(0) = β′(0), ϕ(l) = ν(0), ψ(l) = ν′(0), ν′′(0)− ϕ′′(l) + g(0) = f(l, 0).
(5.3)

Замечание 5.1. Отметим, что задача (5.1) совпадает с задачей (1.1)–(1.3)
при τ = 1 и аналогично определению 1.1 вводится понятие сильного обобщен-
ного решения этой задачи класса C в области DT .

Замечание 5.2. В силу леммы 3.1 задача (5.1) в классе непрерывных функ-
ций эквивалентным образом редуцируется к нелинейному операторному урав-
нению

(u, µ) = τA0(u, µ), (5.4)

где оператор A0, определенный в (3.22), в силу замечания 3.2 действует непре-
рывным образом из пространства C(DT )× C([0, T ]) в пространство C1(DT )×
C1([0, T ]), T 6 l. Теперь, принимая во внимание, что вложение пространства
C1(DT )×C1([0, T ]) в пространство C(DT )×C([0, T ]) является компактным [12;
гл. VI, § 8, лемма 6.36], получим, что оператор

A0 : C(DT )× C([0, T ]) → C(DT )× C([0, T ]) (5.5)

является компактным.

Следствием замечаний 5.1, 5.2 и теоремы Лере–Шаудера [13; гл. VIII, § 35,
п. 6, теорема 2] является следующая

Лемма 5.1. Пусть выполнены условия (1.5) и (5.2). Если для любого силь-
ного обобщенного решения u = uτ задачи (5.1) класса C в области DT при
любом фиксированном τ ∈ [0, 1] имеет место априорная оценка

∥u∥C(DT ) 6 M∗, (5.6)

где неотрицательная постоянная M∗ = M∗(g, f, ϕ, ψ, F, β, ν) не зависит от τ ,
то задача (1.1)–(1.3) имеет по крайней мере одно сильное обобщенное решение
класса C в области DT .

Доказательство. Действительно, в силу замечаний 5.1 и 5.2 функция u ∈
C(DT ) является сильным обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3) класса C

в области DT тогда и только тогда, когда она является непрерывным решени-
ем нелинейного операторного уравнения (5.4) при τ = 1. Но согласно условию
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леммы 5.1 для любого решения u ∈ C(DT ) уравнения (5.4) с компактным опе-
ратором A0 из (5.5) при любом фиксированном τ ∈ [0, 1] имеет место априорная
оценка (5.6), и, следовательно, согласно теореме Лере–Шаудера уравнение (5.4)
при τ = 1 имеет хотя бы одно решение u ∈ C(DT ), которое является также и
сильным обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3) класса C в области DT , что
и доказывает лемму 5.1.

Следствием лемм 2.1 и 5.1 и теоремы 4.4 является следующая

Теорема 5.1. Пусть T 6 l, выполнены условия (1.5), (5.2), а также усло-
вия леммы 2.1. Тогда задача (1.1)–(1.3) имеет хотя бы одно сильное обоб-
щенное решение класса C в области DT , которое будет единственным, если
к тому же g, F ∈ C1(R). Если дополнительно потребовать выполнение усло-
вий гладкости (3.23) и равенств (1.4), то это решение будет и классическим.

Доказательство. Если “данные” g, f , ϕ, ψ, F задачи (1.1)–(1.3) заменить
на τg, τf , τϕ, τψ, τF , то для любого сильного обобщенного решения u = uτ

класса C в области DT в силу (2.1), (2.2) и (2.19) имеет место следующая
априорная оценка:

∥u∥C(DT ) 6 c1τ∥f∥C(DT ) + c2τ∥ϕ∥C(ω0) + c3τ∥ψ∥C(ω0) + c4τ
1/2∥G(|g|; |ϕ|)∥1/2

C(ω0)

+ c5τ∥F∥C([−|ϕ(0)|,|ϕ(0)|]) + τ1/2c6

6 c1∥f∥C(DT ) + c2∥ϕ∥C(ω0) + c3∥ψ∥C(ω0) + c4∥G(|g|; |ϕ|)∥1/2
C(ω0)

+ c5∥F∥C([−|ϕ(0)|,|ϕ(0)|]) + c6.

Теперь остается только сослаться на лемму 5.1 и теорему 4.4. То, что при
выполнении условий (3.23) и (5.3) это решение будет классическим, следует из
замечания 3.6.

Замечание 5.3. Отметим, что существование единственного классического
решения в области Dl,k := {(x, t) ∈ R2 : 0 < x < l, (k − 1)l < t < kl}, k ∈ N,
k > 2, смешанной задачи

Lu = f(x, t), (x, t) ∈ Dl,k,

u|t=(k−1)l = ϕ, ut|t=(k−1)l = ψ,

ux(0, t) = F [u(0, t)] + β(t), u(l, t) = ν(t), (k − 1)l 6 t 6 kl,

доказывается дословно аналогично, как в случае, когда k = 1, т.е. в обла-
сти Dl. Отсюда в свою очередь следует, что все те построения структурного
характера, которые были проведены в предыдущих параграфах в области DT

при T 6 l (например, представление решений (3.10)–(3.12) линейной задачи
(3.1)–(3.3) в виде системы нелинейных интегральных уравнений типа Вольтер-
ра (3.21) относительно переменной t), аналогичным образом переносятся на
случай области DT при любом T > l. Поэтому если выполнены условия лем-
мы 2.1, гладкости (3.23) при T = ∞ и согласования (1.4), то в области DT при
любом T > 0 (в частности, при T = ∞) существует единственное классическое
решение u ∈ C2(DT ) задачи (1.1)–(1.3).
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Замечание 5.4. Ниже мы рассмотрим случаи, когда хотя бы одно из усло-
вий (2.1), обеспечивающих наличие априорной оценки (2.2), на нелинейные
функции g и F в задаче (1.1)–(1.3) нарушается. Тем не менее мы будем счи-
тать, что остается в силе априорная оценка решения этой задачи, из которой
следует существование классического решения задачи (1.1)–(1.3) в целом в об-
ласти DT , T 6 l, но для более узких классов заданных функций f , ϕ, ψ, β и ν,
по сравнению с теми, которые были приведены в лемме 2.1.

Заметим, что u1 ≡ 0 является решением задачи (4.6) при i = 1, если

f1 = g1(0), ϕ1 = 0, ψ1 = 0, β1 = −F1(0), ν1 = 0.

Тогда в соответствии с условиями теоремы 4.2 если

g1, g2 ∈ C1(R); g′1(s) 6 0 или g′2(s) 6 0; g1(s) > g2(s), s ∈ R,
g1(0) 6 f2(x, t), (x, t) ∈ DT ,

0 6 ϕ2(x), 0 > ϕ′2(x), 0 6 ψ2(x), 0 6 x 6 l,

F1, F2 ∈ C1(R); F ′1(s) 6 0 или F ′2(s) 6 0; F1(s) > F2(s), s ∈ R,
−F1(0) > β2(t), 0 6 ν2(t), 0 6 t 6 T,

то
0 6 u2(x, t), (x, t) ∈ DT . (5.7)

Пусть теперь u2 является классическим решением задачи (4.6) при i = 2,

g2 = 0, f2 = 0, ϕ2 ∈ C2([0, l]), ψ2 ∈ C1([0, l]),

F2(s) = −δ|s|α, δ := const > 0, α := const > 1,

s ∈ R, β2 = 0, ν2 ∈ C2([0, T ]),

причем выполнены соответствующие условия согласования. Легко проверить,
что при ψ2 = −ϕ′2 решение u2 этой задачи дается формулой

u2(x, t) =


ϕ2(x− t), (x, t) ∈ ∆1,

µ(t− x), (x, t) ∈ ∆2,

ν2(x+ t− l) + ϕ2(x− t)− ϕ2(2l − x− t), (x, t) ∈ ∆3,

µ(t− x) + ν2(x+ t− l)− ϕ2(2l − t− x), (x, t) ∈ ∆4,

(5.8)

где

µ(t) =
ϕ2(0)

[1− δ(α− 1)ϕα−1
2 (0)t]

1
α−1

, 0 6 t < T ∗ :=
1

δ(α− 1)ϕα−1
2 (0)

> l (5.9)

является решением следующей задачи Коши:

µ′(t) = δ|µ(t)|α, 0 6 t < T ∗, µ(0) = ϕ2(0) > 0.

Тогда в соответствии с условиями теоремы 4.2, если

g1 ∈ C1(R), g1(s) > 0, s ∈ R, f1(x, t) 6 0, (x, t) ∈ DT ,

ϕ1(x) 6 ϕ2(x), ϕ′1(x) > ϕ′2(x), ψ1(x) 6 −ϕ′2(x), 0 6 x 6 l,

F1 ∈ C1(R), F ′1(s) 6 0, F1(s) > −δ|s|α, s ∈ R,
β1(t) > 0, ν1(t) 6 ν2(t), 0 6 t 6 T,



О ГЛОБАЛЬНЫХ И ВЗРЫВНЫХ РЕШЕНИЯХ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ 143

то
u1(x, t) 6 u2(x, t), (x, t) ∈ DT , T 6 l, (5.10)

где u2 дается формулой (5.8).
Пусть выполнены условия (3.23), (5.3), и для решения u = uτ задачи (5.1)

выполнены все условия, налагаемые на “данные” этой задачи, которые обеспе-
чивают выполнение как неравенства (5.7) при u2 = uτ , так и неравенства (5.10)
при u1 = uτ , т.е.

0 6 uτ (x, t) 6 u2(x, t), (x, t) ∈ DT , (5.11)

где u2 из (5.11) дается формулой (5.8). Легко видеть, что этими условиями
являются

g1, τg ∈ C1(R); g′1(s) 6 0 или τg′(s) 6 0; g1(s) > τg(s), s ∈ R,
g1(0) 6 τf(x, t), (x, t) ∈ DT ,

0 6 τϕ(x), 0 > τϕ′(x), 0 6 τψ(x), 0 6 x 6 l,

F1, τF ∈ C1(R); F ′1(s) 6 0 или τF ′(s) 6 0; F1(s) > τF (s), s ∈ R,
−F1(0) > τβ(t), 0 6 τν(t), 0 6 t 6 T,

и

τg ∈ C1(R), τg(s) > 0, s ∈ R; τf(x, t) 6 0, (x, t) ∈ DT ,

τϕ(x) 6 ϕ2(x), τϕ′(x) > ϕ′2(x), τψ(x) 6 −ϕ′2(x), 0 6 x 6 l,

τF ∈ C1(R), τF ′(s) 6 0, τF (s) > −δ|s|α, s ∈ R,
τβ(t) > 0, τν(t) 6 ν2(t), 0 6 t 6 T.

Отсюда получаем

g1, τg ∈ C1(R); g′1(s) 6 0 или τg′(s) 6 0; 0 6 τg(s) 6 g1(s), s ∈ R,
g1(0) 6 τf(x, t) 6 0, (x, t) ∈ DT ,

0 6 τϕ(x) 6 ϕ2(x), ϕ′2(x) 6 τϕ′(x) 6 0, 0 6 τψ(x) 6 −ϕ′2(x), 0 6 x 6 l,

F1, τF ∈ C1(R); τF ′(s) 6 0, −δ|s|α 6 τF (s) 6 F1(s), s ∈ R,
0 6 τβ(t) 6 −F1(0), 0 6 τν(t) 6 ν2(t), 0 6 t 6 T.

Легко проверить, что полученные выше условия будут выполнены при лю-
бом τ ∈ [0, 1], если

g1, g ∈ C1(R); g′1(s) 6 0 или g′(s) 6 0; 0 6 g(s) 6 g1(s), s ∈ R,
(5.12)

g1(0) 6 f(x, t) 6 0, (x, t) ∈ DT , (5.13)
0 6 ϕ(x) 6 ϕ2(x), ϕ′2(x) 6 ϕ′(x) 6 0, (5.14)

0 6 ψ(x) 6 −ϕ′2(x), 0 6 x 6 l, (5.15)
F1, F ∈ C1(R); F ′(s) 6 0, −δ|s|α 6 F (s) 6 F1(s), s ∈ R, (5.16)

0 6 β(t) 6 −F1(0), 0 6 ν(t) 6 ν2(t), 0 6 t 6 T. (5.17)
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Из (5.12) и (5.13) следует, что g1(0) = 0 и, следовательно, f = 0. Предпола-
гая, что в (5.12) выполнено условие g′1(s) 6 0, s ∈ R, то из того, что g1(0) = 0,
получаем g1(s) = 0, s > 0, а потому и g(s) = 0, s > 0. Аналогично, из (5.16) и
(5.17) следует, что F1(0) = 0 и, следовательно, β = 0.

Легко проверить, что если функции g, f , ϕ, ψ, F , β и ν удовлетворяют
следующим условиям:

g ∈ C1(R), g > 0, g(s) = 0, s > 0, f = 0,

ϕ ∈ C2([0, l]), ϕ > 0, ϕ′ 6 0, ψ ∈ C1([0, l]), ψ > 0,

F ∈ C1(R), F ′ 6 0, F (0) = 0, F (s) > −δsα, s > 0,

β = 0, ν ∈ C2([0, T ]), ν > 0,

(5.18)

то найдутся такие функции g1, F1, ϕ2 и ν2, что будут выполнены приведенные
выше условия (5.12)–(5.17). В частности, такими функциями являются

g1(s) =
∫ s

0

[g′]−(s1) ds1, s ∈ R, F1 = F,

ϕ2(x) = ϕ(x) + k(l − x), 0 6 x 6 l, ν2 = ν,

где χ− := min(χ, 0), k := ∥ψ∥C([0,l]). Действительно, поскольку g(s) = 0, s > 0,
g1(s) = 0 при s > 0. Далее, принимая во внимание, что [g′]− 6 g′, при s 6 0
будем иметь

g1(s) >
∫ s

0

g′(s1) ds1 = g(s).

Аналогично проверяются остальные условия.
Из приведенных выше рассуждений, теоремы 4.4, неравенства (5.11) и лем-

мы 5.1 следует справедливость следующей теоремы.

Теорема 5.2. Пусть δ := const > 0, α := const > 1, выполнены условия
(5.18) и (5.3). Тогда задача (1.1)–(1.3) имеет единственное классическое ре-
шение в области DT , T 6 l.

Замечание 5.5. Следует отметить, что если выполнены условия, налага-
емые на функцию g(F ) из теоремы 5.2, то условия, налагаемые на эту же
функцию g(F ) из теоремы 5.1, будут нарушены, за исключением тривиального
случая g = 0 (F = 0).

§ 6. Локальная разрешимость по t
и существование взрывного решения задачи (1.1)–(1.3)

Теорема 6.1. Пусть T 6 l и функции f ∈ C(DT ), g, F ∈ C(R), ϕ ∈
C1([0, l]), ψ ∈ C([0, l]), β ∈ C([0, T ]), ν ∈ C1([0, T ]) удовлетворяют услови-
ям согласования (1.6). Тогда найдется такое положительное число T0 :=
T0(f, g, F, ϕ, ψ, β, ν), что при T 6 T0 задача (1.1)–(1.3) в области DT будет
иметь хотя бы одно сильное обобщенное решение u класса C . В случае, когда
g, F ∈ C1(R), это решение будет единственным.
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Доказательство. В третьем параграфе задача (1.1)–(1.3) в пространстве
C(DT ) × C([0, T ]) эквивалентным образом была редуцирована к уравнению
(3.21), где в силу замечания 5.2 оператор A0 является непрерывным и компакт-
ным. Поэтому для разрешимости уравнения (3.21) согласно теореме Шаудера
достаточно показать, что оператор A0 переводит некоторый шар BR0(u0, µ0)
с центром в точке (u0, µ0) и радиусом R0 > 0 банахова пространства C(DT )×
C([0, T ]) в себя. Покажем, что это имеет место при достаточно малых T .
Действительно, в силу замечания 3.1 и равенства (3.22) операторное уравне-
ние (3.21) можно переписать в виде

(u, µ) = A0(u, µ) = (u0, µ0) +A
(
−g(u), F (µ)

)
, (6.1)

где
u0 = A1(f, β) +B1(ϕ,ψ, ν), µ0 = A2(f, β) +B2(ϕ,ψ, ν).

Легко видеть, что если пара (ũ, µ̃) принадлежит шару BR0(u0, µ0), а линейный
оператор A из (3.19) согласно замечанию 3.5 является интегральным операто-
ром типа Вольтерра по переменной t, t 6 T , то

∥A
(
−g(ũ), F (µ̃)

)
∥C(DT )×C([0,T ]) 6 TM, (6.2)

где 0 < M := M(∥g∥C([−R,R]), ∥F∥C([−R,R])) < ∞, R := ∥(u0, µ0)∥C(Dl)×C([0,l]) +
R0, аR0 – произвольное фиксированное положительное число, причем функция
M = M(s1, s2) является непрерывной и неубывающей по каждому ее аргументу
si > 0, i = 1, 2.

Взяв теперь T 6 min{T0, l}, где T0 := R0/M , из (6.1) и (6.2) получим, что
при (ũ, µ̃) ∈ BR0(u0, µ0) имеем ∥A0(ũ, µ̃) − (u0, µ0)∥C(DT )×C([0,T ]) 6 R0, т.е.
A0 : BR0(u0, µ0) → BR0(u0, µ0). В случае g, F ∈ C1(R) в силу теоремы 4.4 это
решение будет единственным. Этим теорема 6.1 доказана полностью.

Замечание 6.1. Из рассуждений, приведенных выше при доказательстве
теоремы 6.1, следует, что если

∥f∥C(Dl)
+ ∥ϕ∥C(ω0) + ∥ψ∥C(ω0) + ∥β∥C([0,l]) + ∥ν∥C([0,l]) 6 d,

где d – некоторое положительное число, то найдется такая функция γ= γ(d)> 0,
являющаяся непрерывной и неубывающей относительно переменной d, что за-
дача (1.1)–(1.3) в области DT1 , T1 = γ0(d) := min(γ(d), l), будет иметь хо-
тя бы одно сильное обобщенное решение u класса C. Далее, если T < l и
выполнены условия гладкости (3.23) и согласования (1.4), то в силу замеча-
ния 3.6 и теоремы 4.4 в случае существования сильного обобщенного реше-
ния u задачи (1.1)–(1.3) в области DT оно будет классическим и единственным,
причем это решение может быть продолжено в замкнутую область DT2 , где
T2 := min(T + ∆T, l), ∆T = γ0(d1), а

d1 := ∥f∥C(Dl)
+ ∥u∥C(ωT ) + ∥ut∥C(ωT ) + ∥β∥C([0,l]) + ∥ν∥C([0,l])

как классическое решение этой задачи.
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Пусть u1 – решение задачи (4.6) в области DT , T 6 l, при i = 1 и g1 = 0,
f1 = 0, ϕ1 ∈ C2([0, l]), ψ1 ∈ C1([0, l]), F1(s) = −δ|s|αs, δ := const > 0,
α := const > 0, s ∈ R, β1 = 0, ν1 ∈ C2([0, l]), и выполнены соответствующие
условия согласования, аналогичные (1.4). Легко проверить, что при ψ1 = −ϕ′1
решение u1 этой задачи определяется теми же формулами (5.8), (5.9), в кото-
рых вместо ϕ2, ν2 и α следует взять ϕ1, ν1 и α + 1 соответственно. При этом
потребуем, чтобы величина T ∗, определяемая равенством (5.9), удовлетворяла
условию

T ∗ < l. (6.3)

Решение u1 является взрывным, поскольку

lim
T→T∗−0

∥u1∥C(DT ) = ∞. (6.4)

Поэтому при постановке этой задачи следует потребовать, чтобы T < T ∗.
В качестве классического решения u2 задачи (4.6) при i = 2 в области DT ,

T < T ∗, возьмем решение u задачи (1.1)–(1.3) при g2 = g, f2 = f , ϕ2 = ϕ,
ψ2 = ψ, F2 = F , β2 = β и ν2 = ν. Тогда согласно теореме 4.2 при выполнении
следующих условий:

g ∈ C1(R), g(s) 6 0, s ∈ R, f(x, t) > 0, (x, t) ∈ Dl,

ϕ1(x) 6 ϕ(x), ϕ′1(x) > ϕ′(x), −ϕ′1(x) 6 ψ(x), 0 6 x 6 l,

F ∈ C1(R), F (s) 6 −δ|s|αs, δ := const > 0, α := const > 0, s ∈ R,
β(t) 6 0, ν1(t) 6 ν(t), 0 6 t 6 l,

(6.5)

справедливо неравенство

u1(x, t) 6 u(x, t), (x, t) ∈ DT . (6.6)

Согласно теореме 6.1, если выполнены условия (3.23) и (1.4) для задачи (4.6)
при i = 2, то найдется такое число T0, что при T 6 T0 эта задача имеет един-
ственное классическое решение в замкнутой области DT . Поэтому в силу (6.3),
(6.4) и (6.6) из теоремы 4.2 следует, что T0 < T ∗. Обозначим через T∗ верх-
нюю грань тех значений T , для которых задача (1.1)–(1.3) имеет единственное
классическое решение u в замкнутой области DT . Очевидно, что T∗ 6 T ∗, и,
более того, докажем, что

lim
T→T∗−0

(
∥u∥C(DT ) + ∥ut∥C(DT )

)
= ∞. (6.7)

Действительно, предположим, что условие (6.7) нарушено. Тогда

d0 := sup
0<T<T∗

[
∥f∥C(Dl)

+∥u∥C(ωT )+∥ut∥C(ωT )+∥β∥C([0,l])+∥ν∥C([0,l])

]
<∞. (6.8)

Согласно определению T∗ задача (1.1)–(1.3) имеет единственное классическое
решение u в замкнутой области DT при T∗ − ∆0

2 < T < T∗, где ∆0 = γ0(d0).
В силу (6.8) из замечания 6.1 следует, что это решение продолжается как клас-
сическое решение в DT3 , где T3 := T + ∆0 > T∗ + ∆0

2 , что противоречит опре-
делению числа T∗.
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Легко проверить, что условия (6.5) будут выполнены, если для фиксирован-
ных функций ϕ, ψ и ν в качестве функций ϕ1 и ν1 взять

ϕ1(x) = ϕ(x)− k(l − x), 0 6 x 6 l, где k := max
06x6l

|ϕ′(x) + ψ(x)|, ν1 = ν.

Таким образом, нами доказана следующая

Теорема 6.2. Пусть выполнены условия (1.4), (6.3), (6.5) и (3.23) при
T = ∞. Тогда в области DT∗ , где T∗ 6 T ∗ , существует единственное решение
задачи (1.1)–(1.3) класса C2(DT∗ \ ωT∗), являющееся взрывным, т.е. удовле-
творяющим условию (6.7).

Замечание 6.2. Отметим, что вопрос несуществования глобального реше-
ния задачи (1.1)–(1.3) в области D∞ в случае отсутствия априорной оценки
можно исследовать методом пробных функций, который изложен в работе [14].
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