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В настоящей работе рассмотрены некоторые классы линейных дифференциальных уравне
ний в частных производных второго и высокого порядка. Изучены их некоторые структурные 
свойства на плоскости и в пространстве. В частности, во всех случаях в явном виде указыва
ются инварианты Лапласа, обсуждаются вопросы их независимости в определенном смысле, 
а также разбиения гиперболических операторов и представимости эллиптических и параболи
ческих операторов в форме, близкой к канонической. 

§ 1. ИНВАРИАНТЫ ЛАПЛАСА Д Л Я УРАВНЕНИЙ В Т О Р О Г О ПОРЯДКА 

1 ° . В плоскости переменных х , у рассмотрим линейные дифференциальные уравнения в 
частных производных второго порядка общего вида 

А{х, у)ихх + В{х, у)иху + С(х, у)иуу + D(x, у)их + Е(х, у)иу + F{x, у)и + G ( x , у) = 0 , ( 1 . 1 ) 

где A, J3 , С, D , E:F,G - известные, a n - искомая действительные функции своих аргументов. 
В уравнение ( 1 . 1 ) введем новую функцию v по формуле 

и{х,у) = X(x,y)v(x,y), ( 1 . 2 ) 

где А ф 0 пока неизвестная функция, которая подлежит определению при помощи коэффи
циентов уравнения ( 1 . 1 ) . 

Подставляя представление ( 1 . 2 ) в уравнение ( 1 . 1 ) , с помощью простых вычислений прихо
дим к уравнению относительно функции v 

Avxx + Bvxy + Cvyy +^A^ + B^ + Dyx+(B^ + 2C^- + E^vy + QM[A] + F^jv + ~ G - 0 , 

где M[X] \= AXXX + BXxy + CXyy -f DXX + EXy. Отсюда, в частности, видно, что преобразова
ние ( 1 . 2 ) переводит соответствующее ( 1 . 1 ) однородное уравнение ( G = 0 ) в новое уравнение 
такого же типа 

Аг{х,у)ухх + Bi{x,y)vxy + Ci{x,y)vyy + Di{x,y)vx + Ei{x,y)vy + Fi{x,y)v = 0 , ( 1 . 3 ) 

если 

A = AU B = BU C = C i , 2A^ + B^- + D = DU 

Л Л ( 1 .4 ) 

B^- + 2C^- + E = EU \м[Х] + F = F\. 
Л Л л 

Обозначая дискриминант уравнения ( 1 . 1 ) Д : = 4АС — В2 (соответственно А\ := 
\— АА\С\ - В\ — Д ) и предполагая, что Д ф 0 , из равенств ( 1 . 4 ) будем иметь 

ХХ/Х = Ь\-Ь, Ху/Х = а 1 - а 1 (1 .5 ) 
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ОБ ИНВАРИАНТАХ ЛАПЛАСА 59 

где введены следующие обозначения: 

1 Вх , 1 D В 1 2Ai Dx 1 2A D 
Ег 2Ci ' Ь : = А Е 2С ' а 1 : = дГ Bi Ex В E 

Кроме того, формулы (1.4) и (1.5) показывают, что, для того чтобы уравнения (1.1) (при 
Q = 0 ) и (1.3) при условии А ф 0 можно было рассматривать как получаемые одно из 
другого преобразованием вида (1.2), необходимо и достаточно, чтобы существовала функция 
А такая, что 

Ах = (bi - b)A, А^ = (ai - a)A, (1.6) 

г-М[Х] + F = FX. (1.7) А 

Приравнивая смешанные производные из равенств (1.6), будем иметь 

Ь\у — CLIX — by — ах. (1.8) 

Далее, вычисляя из равенств (1.6) вторые производные А ж х , А ^ , Хуу и подставляя их в (1.7), 
получаем 

A[hx -Ъх + (bi - b)2} + B[bly -by Л- (ai - a)(6i - b)} + C[aiy - ay + (аг - a)2] + 

+ D(bi -b)+ Е(аг -a) + F = Fl. (1.9) 

С учетом выражений для величин ai, 6i, a, 6 и легко проверяемых равенств 

аг - а = ^-(2А(Ех - Е) - B{Dx - £>)), Ъг-Ъ= ±-{2C{Dx - D) - В{ЕХ - Е)) 

нетрудно убедиться, что выражение из (1.9) принимает вид 

А(Ьх - Ъ)2 + В(ах - а)(Ъх -Ъ) + С{ах - а)2 + D{bx - Ь) + Е{аг - а) = 

= A~1{ClD2 - BxExDx + АХЕ\ - CD2 + BED - АЕ2}. (1.10) 

Другими словами, полагая 

D В 
Е 2С 

2А D 
В Е 

А 
D В 
Е 2С 

D В 
Е 2С 

2А D 
В Е + 

1 
+ j^{AE2 + CD2 - BED} - F, 

(1.11) 

в силу (1.8)—(1.10) можно утверждать, что, для того чтобы при условии А ф 0 два уравнения 
вида (1.1) (при G — 0 ) и (1.3) были приводимы одно к другому посредством мультипли
кативного преобразования типа (1.2), необходимо и достаточно, чтобы вместе со старшими 
коэффициентами А, В , С уравнения (1.1) величины h и /с, которые на этом основании 
получили название инвариантов, имели для обоих уравнений одни и те же значения. 

В дальнейшем комбинации коэффициентов дифференциальных уравнений, которые не 
меняются при мультипликативных преобразованиях, будем называть лапласовыми инвари
антами. 

Если условия А = А\, В — В\, С — С\\ h = h\, к = к\ выполнены, определение 
множителя А не представляет уже никакой трудности, а именно, замечая, что выражение 
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(b\ — b)dx + (a\ —a)dy является полным дифференциалом, получаем для определения функции 
Л формулу 

Л = exp j (bi —b)dx + (ai — a) dy. 

Замечание 1.1. Простая проверка показывает, что инварианты Лапласа для линейных 
гиперболических и эллиптических уравнений второго порядка на плоскости канонического 
вида (см., например, [1-4]) получаются из формул (1.11) при соответствующем выборе старших 
коэффициентов А, В и С. 

2 °. В этом пункте рассмотрены линейные дифференциальные уравнения в частных произ
водных канонического вида второго порядка в многомерных областях. Приведены некоторые 
результаты без доказательств, которые, на наш взгляд, с применением использованных выше 
способов трудности не представляют. 

а) Инварианты Лапласа для многомерных однородных эллиптических уравнений второго 
порядка канонического вида 

п п 

иХгХг + ^2 а г и х г +au = 0 
г=1 i=l 

имеют вид 
п п 

Н := Y^al + 2 ]Г ] ( а г )х< - 4а, К : = (сц)х. - {dj)Xi, i,j = lTn, i ф j ; 
г=1 г=1 

соответствующая функция Л представима в виде 

\(х) := e x p j ^ ^ j (bi -ai)dx^. 

Замечание 1.2. Если Н = 0, то имеет место представление 

2 п п п / д 1 \ 

i=i i=i i=i ^ % ' 

Ь) Инварианты Лапласа для многомерных однородных гиперболических уравнений второго 
порядка канонического вида 

—utt + аощ + ]Р иХгХг + а г и х { +au = 0 
i=i i=i 

имеют вид 

h : = -al + 2a0t + + 2YL(ai)xi ~ 4a, к : = ( a z ) X j - (a,j)Xi, i,j = l ,n , i ф j ; 

г=\ i=i 

соответствующая функция А представима в виде 

А(х,£) := exp j i ^ j (bi - a{)dxi + (Ь0 - a 0 ) d t j . 

с) Инвариант Лапласа для многомерных однородных параболических уравнений второго 
порядка канонического вида 

п п 

~Щ + ^2 П х г Х г + a i U x * + flW = 0 

1=1 1=1 
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ОБ ИНВАРИАНТАХ ЛАПЛАСА 61 

в условиях щ := а,{(х), г = 1,п, имеет вид 

п п 

г=\ i=\ 

соответствующая функция А представима в виде 

\(х) : = е х р | ^ ^ j (bi -ai)dx^. 

§ 2. ИНВАРИАНТЫ ЛАПЛАСА Д Л Я УРАВНЕНИЙ В Ы С О К О Г О ПОРЯДКА 

В этом параграфе объектом исследования избраны линейные гиперболические дифферен
циальные уравнения общего вида с частными производными с доминированными (см., напри
мер, [4-6]) младшими членами 

1 \а\<т—1 
ai<ki, г=1,...,п 

где х := ( s i , . . . , s n ) , M = Y!i=ikii a := ( а ь . . . , а п ) , |a| : = YH=I <*U m 6 N := { 1 , 2 , . . . } ; 
ki, a7;, i = l ,n , - целые неотрицательные числа; a a , / - известные, a w - искомая действи
тельные функции. 

В работах [4, 6] определенным образом введено понятие функции Римана для уравнений 
(операторов) вида (2.1), которая идентична одноименной функции в случае уравнений второго 
порядка гиперболического типа на плоскости. Кроме этого, доказана эквивалентность этого 
определения с классическим определением функции Римана для уравнений 

и х х у + а2^ихх + а 1 Л и х у + ah°ux + а0'гиу + а°>°и = / (2.2) 

и 
3 3 

+ АЧПХгХ3 + Yl AlUx* +AU = R (2-3) 
i , j = l, i<j i=l 

Предложенный в указанных выше работах подход эффективного построения функции Ри
мана вполне применим для операторов вида (2.1), представимых суперпозицией аналогичных 
операторов меньшего порядка. 

Вопрос разбиения дифференциального оператора высокого порядка изучался во многих 
работах (см., например, [1-4]). Для линейных гиперболических уравнений второго порядка на 
плоскости вида 

иху + аих + Ъиу + си = / (2.4) 

еще Лапласом (см., например, [1-4]) было установлено, что разбиваемость оператора в опреде
ленном смысле связана с принципами соответствия (подобия). Как известно, такие уравнения 
разбиваемы, когда один из инвариантов Лапласа 

h :— ах + ab — с, к by + ab — с (2.5) 

равен нулю. 
Для уравнений высокого порядка как на плоскости, так и в пространстве этот вопрос неод

нократно затрагивался. В данном направлении мы интересовались разбиением уравнений вида 
(2.2) и (2.3), что позволило нам построить некоторые аналоги инвариантов Лапласа. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 40 № 1 2004 



62 ДЖОХАДЗЕ 

В процессе этого построения мы опирались на общепринятый подход: из нескольких экви
валентных формулировок какого-либо установленного факта выбрать тот, который позволяет 
обобщить рассмотренный факт при более общих предположениях. При допущении разбивае
мое™ уравнений второго порядка на плоскости общего вида мы естественно приходим к лапла-
совым инвариантам. При допущении разбиваемое™ уравнений (2.2) и (2.3) следует ожидать 
что-либо аналогичное. 

1 ° . С целью отыскания подобных лапласовых инвариантов для уравнения (2.2) рассмот
рим следующую задачу: найти условия на коэффициенты а м , г = 0 ,1 ,2 , j — 0,1 (г + j ф 3) 
уравнения (2.2), при выполнении которых существуют функции а, /3, 7 и S такие, что для 
оператора L, представляющего левую часть этого уравнения, справедливо одно из следующих 
разложений: 

JL+a) (JL- +pJL+1JL + s)u (Л— + a — + /3— + 7 V — + 6 
dx J \dxdy dx dy J ' \dxdy dx dy J \dx 

£ + a ) ( l + / J ) ( ^ + 7 ) ° ' 
Рассмотрим первый случай. Раскрывая скобки в правой части разложения оператора L 

и приравнивая в обеих частях коэффициенты, стоящие при одинаковых производных, для 
определения неизвестных функций а, /3 и 7 получаем переопределенную систему функцио
нально-дифференциальных уравнений следующего вида: 

а = а 1 ' 1 , /3 = а 0 ' 1 , 7 = а 2 ' 0 , 2 1 х + aj = а 1 ' 0 , 1 х х + а^х + / 3 7 = а 0 ' 0 . 

Отсюда видно, что необходимые (оказывается и достаточные) условия разрешимости этой 
системы относительно неизвестных функций а, /3 и 7 имеют вид 

hi := 24 ' ° + Л 1 - 1 - а 1 ' 0 = О, Л2 := <&° + а^а 1 ' 1 + Л 0 ' 1 - о 0 ' 0 = 0. 

Во втором случае аналогичными рассуждениями получаем (а = а 2 ' 0 , /3 = а 1 ' 1 , 7 = а 0 ' 1 ) 

Л 3 : = а}' 1 + А 1 ' 1 - а 1 ' 0 = 0, Л4 := а0/ + а2'°а°<1 - а°'° = 0. 

Следует отметить, что при рассмотрении остальных случаев этим методом не удается в 
эффективной форме получить аналогичные hi, г — 1,4, дополнительные выражения. 

Простая проверка показывает, что выражения для hi, г = 1,4, не изменяются при замене 
неизвестной функции и по формуле (1.2). Исходя из этого, выражения hi, i = 1,4 (как, 
например, в [1, 2]), назовем инвариантами Лапласа уравнения (2.2). Только что установленный 
результат можно сформулировать таким образом: для того чтобы оператор L, определяемый 
левой частью уравнения (2.2), допускал представление 

необходимо и достаточно, чтобы оба инварианта h\ и / 1 2 ( Ы и / 1 4 ) были тождественно равны 
нулю. 

Для представления выражения (д2/дх2 + a 1 , 1 + а 0 ' 1 ) ^ в виде композиции (д/дх + 
+ а)(д/дх + /3)и относительно функций а и /3 получаем систему функционально-дифферен
циальных уравнений 

а - Ь / З - а 1 ' 1 , /Зх + ар = а0*1. 
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Исключая отсюда функцию а, относительно функции /3 имеем уравнение Риккати 

/Зх + а1'х/3-132 = а°'\ (2.6) 

которое, как хорошо известно, в общем случае не всегда интегрируется в квадратурах. Однако 
в одном частном случае, например при выполнении условия ho := 2al

x

l + ( а 1 ' 1 ) 2 — 4а 0 ' 1 = О, 
уравнение (2.6) имеет решение /3 = (1/2)а1>1 и справедливо представление 

ох ) \дх 

Легко можно показать, что выражение ho является лапласовым инвариантом уравнения (2.2). 
Замечание 2.1. Отметим, что на самом деле выражение для ho в случае а1)1(х,у) = 

— а1,1{х), а°'г(х,у) — а0,1(х) является инвариантом Лапласа для линейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений второго порядка и"-\-а1>1и'+а°*1и = 0 (см., например, [7, с. 146; 
8, с. 243]). 

Замечание 2.2. Естественно возникает вопрос: если для случая уравнений вида (1.1) пре
образованиями типа (1.2) в § 1 успешно удается получить инварианты Лапласа, то почему 
для случая уравнений вида (2.2) целесообразно добиваться подобных результатов с помощью 
разбиения соответствующих операторов? Как показывают наши исследования, некоторые из 
инвариантов hi, г = 0,4, можно получить и первым подходом. На наш взгляд, дело в том, что 
уравнения типа (2.2) в силу присутствия в старшем члене двукратного дифференцирования 
по х в большинстве случаев (в том числе при исследовании определенных широких классов 
граничных задач) имеет помимо гиперболического и параболический характер (поэтому ино
гда уравнения типа (2.2) некоторые авторы называют псевдопараболическими). Так что в § 1 
не зря присутствует условие А ф 0 (см., также случай с) из п. 2 ° § 1). Кроме этого, с по
мощью подхода, использованного в п. 1 0 настоящего параграфа, заодно получаются условия 
разбиения соответствующих операторов. 

Замечание 2.3. Простые вычисления показывают, что инварианты Лапласа h\, г — 0,4, 
для сопряженного оператора (уравнения) по Лагранжу 

-Vv := v x y x - {a2^v)xx - {al^v)xy + {ah°v)x + [a^lv)y - a°>°v = f 

с исходными инвариантами hi, i — 0,4, уравнения (2.2) связаны равенствами Щ — ho, 
h\ = h3, h*2 = -hA + h 3 x , Ц = h\ = hix - h2. 

Отметим, что уравнение (2.4) и сопряженное по Лагранжу ему уравнение всегда имеют 
одни и те же инварианты, но взятые в обратном порядке, т.е. /г* = к и к* = h, где h и к 
определены равенствами (2.5) (см., например, [2]). 

Замечание 2.4. Можно также доказать, что инварианты hi, г = 0,4, сохраняют (отно
сительно) инвариантный характер также при заменах переменных типа 

х = <р{£), У = Ф(г1)- (2-7) 

Действительно, из (2.7) следует, что в обычных обозначениях 

6 2 ' ° = a 2 - V , 6 M = a i , y _ ^ bi,o = _ a 2 , o ^ + 0 i , o у 6o,i = ao,i , 2 6o,o = a o , o , 2 ^ 

Значит, 

h0 = y<2

hu _ 2<ff"/<p' + 3(<p"/<p')2, hi = <p'ip'hu h = <p'2ip'h2, h3 = tp'i(>'h3, h4 = <р'2ф'Ы, 
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откуда, между прочим, видно, что h\/hz и /12/^4 являются абсолютными инвариантами, т.е. 
инвариантами в собственном смысле при преобразованиях типа (2.7). 

2 °. Займемся теперь построением лапласовых инвариантов для уравнения (2.3), аналогич
ных приведенным в [1, 2] и выше в настоящей работе, двумя различными способами. 

а) Первый метод основан на декомпозиции операторов и заключается в нахождении функ
ций а, /3, 7 и <5, определяемых коэффициентами уравнения (2.3) и таких, чтобы для опе
ратора L, представляющего левую часть этого уравнения, имело место одно из следующих 
разложений: 

гг) Lu= — + а + i g + 7 + д Ц 
\dxi ) \0x20x3 0X2 0x3 ) 

•л г ( д2 д 0 д \ ( д Л 
\dxidx2 ох\ дх2 ) \дхз ) 

Поступая таким же образом, как и в предыдущем пункте, для определения неизвестных 
функций а, /3 и 7 в случае г) получаем переопределенную систему функционально-диффе
ренциальных уравнений 

7 = ^ 1 2 , /3 = A L 3 , а = А2^ 7 Х 2 + ^ 7 = А Ь j X l + а-у = А2, 

РХ1 +а/3 = А 3 , jXlX2 + /?7xi + <*1х2 + (а / 3 + Pxih = -4-

Отсюда видно, что необходимыми (оказывается и достаточными) условиями разрешимости 
этой системы относительно неизвестных функций а, /3 и 7 является выполнение следующих 
равенств: 

H i - ~ 1 + А п А 1 2 - А 1 = О, Я 2 : = ^ + А 2 3 Л 1 2 - Л 2 = 0, Я 3 := ^ + А 2 Ъ А п - А г = О, 
ctei arri 

5 2 Ai2 9Ai3 „ aAi2 А дА12 А А л л л л # 4 : = 7J—гт- + " ^ ^ 1 2 + — ^ ^ 1 3 + -^А2з + ^12^13^23 - А = 0. 
ОХ\ОХ2 ОХ\ ОХ\ <УХ 2 

Простые вычисления показывают, что выражения Я^, 2 — 1 53, не изменяются при замене 
неизвестной функции 

и(х) = А(а>(а;) , (2.8) 

где \(х) - любая отличная от нуля функция. Вследствие этого выражения Я^, г = 1,3, 
как и, например, в [1, 2], назовем инвариантами Лапласа уравнения (2.3). Аналогичным свой
ством обладает и величина Я 4 при дополнительном условии, что все инварианты Лапласа 
Нг, г — 1,3, тождественно равны нулю. 

Для нахождения подобных Я^, г — 1,4, выражений в случаях гг) и ггг) простыми рас
суждениями приходим к заключению, что для представления оператора L, представляющего 
левую часть уравнения, в виде гг) (иг)) необходимо и достаточно выполнения следующих 
равенств: 

8 Ал 
Я 2 = 0, Я 3 = 0, # 5 := -jj-i + А2зАг ~А = 0 

ОХ\ 

Нх = 0, Я 2 = 0, Я 6 := - — — + — — А и + -j.—Л23 + А3А12 = 0 
ОХ\ОХ2 ОХ\ ОХ2 

При этом функции а, /3, 7 и 5 однозначно определяются и имеют вид 

а = А2з, (3 = А12, 7 = ^ 1 3 , 6 = Аг {а = А п , /3 - А 2 3 , 7 = ^ з , <* = А12). 

Следует отметить, что других инвариантов этим способом получить не удается. Однако вы
ражение Я5 (Не) обладает свойством инвариантности при дополнительных условиях Н2 = О 
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и fj3 = 0 или в случае, когда А является функцией только переменной х\ (Н\ — О и Я 2 = О 
или в случае, когда А является функцией только переменной хз). Отметим также, что Н$ 
совпадает с Я4 при Hi = 0. 

Таким образом, мы получили, что, для того чтобы оператор L, определяемый левой частью 
уравнения (2.3), допускал одно из разложений 

У / \ ^ 2 < ^ з Лс 2 0x3 J 

„ г ( & л

 д

 А 9 \ ( 8 \ 
ш ' ) Lu = + A i 3 ^ — + ^ 2 3 ^ - + Л 3 — + А12 Ы, 

\OX1OX2 OXi 0x2 J \ОХз ) 
необходимо и достаточно выполнения соответственно следующих равенств: 

г1) Hi — 0, Я 2 = 0, Я 3 = 0, Я 4 - 0 ; п ' ) Я 2 = 0, Я 3 - 0, Я 5 - 0; 
(2.9) 

in') Hi = 0, Я 2 = 0, Я б - 0. 

Меняя поочередно в разложениях г'), гг') и Иг') порядок следования переменных х\, ж 2, 
^з, получим аналогичные (2.9) условия разложения (и, следовательно, инварианты Лапласа) 
оператора (уравнения) L ((2.3)). 

Ь) Другой подход опирается на мультипликативное преобразование и заключается в сле
дующем: для простоты изложения в однородное уравнение, соответствующее (2.3), введем 
неизвестную функцию v по формуле (2.8), где А - некий множитель. 

Простые вычисления показывают, что преобразованное уравнение относительно функции 
v принимает тот же вид 

з з 
V + £ BijvXiXi+YtBivXi+Bv = 0, (2.10) 

i<j i—1 

коэффициенты которого задаются формулами 

В12 = А12 + А _ 1 А Х З , Я13 = А13 + \ ~ г \ Х 2 , В2з — А23 + А _ 1 А Х 1 ; 

81 — А1+ А - 1 А Х 2 Х з + A i 2 \ ~ l \ X 2 + Ai3\~l\X3, 
(2.11) 

82 — А2 4- A - A X l X 3 + A i 2 A ~ А Х 1 + Л 2зА А Х з , 

Вз = A3 + \ - г \ Х 1 Х 2 + А п \ - 1 \ Х 1 + А2з\-1\х2; В = А " 1 ^ ] . 

Здесь через L обозначен оператор, определяемый левой частью уравнения (2.3). 
С применением легко проверяемых формул 

A 1 A X l = ( l n A ) X l , А 1 \ Х 1 Х 2 = ( 1 п А ) Х 1 Х 2 + (In A ) X l (In Х)х,2, А lXXlX2X3> ~ 

= ( Ь А ) Х 1 Х 2 Х З + ( I n A ) X l ( l n A ) X 2 X 3 + ( l n A ) X 2 ( l n A ) X l X 3 + (In A) X 3 ( ln A ) X l X 2 + (1пА)Х 1(1п А)х.2(1п А ) Х з 

равенства (2.11) примут вид 

В12 = An + (In А ) х з , Я13 - А13 + (In А ) Х 2 , В2з = ^23 + (In A ) X l ; 

Вг - B12B13 = Ai - Ai2Au + ( 1 п А ) Х 2 Х з , Я 2 - Я 1 2 Б 2 3 = А 2 - АиА2з + ( I n А ) Х 1 Х З , 

Вз - В13В23 = Аз- А13А23 + ( 1 п А ) Х 1 Х 2 , 

В-В1В23-В2В13-В3В12+2В12В13В23 = ^ - А 1 А 2 з - А 2 А 1 з - А з А 1 2 + 2 А 1 2 А 1 3 А 2 з + ( 1 п А ) Х 1 Х 2 Х з . 
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Эти формулы показывают, что, для того чтобы уравнения (2.3) (при F — 0 ) и (2.10) можно 
было рассматривать как получаемые одно из другого преобразованием типа (2.8), необходимо 
и достаточно, чтобы существовала функция In Л такая, что 

Вг2 - А12 = (In А ) х з , Biz ~ Ахз = (In А ) Х 2 , В2з - -423 = (In A ) X l ; 

Bi - Ai - BX2BX3 + AX2AX3 = (In A ) X 2 X 3 , B 2 - A 2 - BX2B23 + AX2A23 = (In A ) X l X 3 , ^ ^ 

B3 - A3 - BX3B23 + AX3A23 = (In A ) X 1 X 2 , 

B-A-BiB23^AiA23-B2Bu+A2Ai3-B3Bi2+A3Ai2-h2Bl2BuB23~2Ai2AuA23 = ( l n A ) X l X 2 X 3 . 

Приведем один хорошо известный факт из классического математического анализа, кото
рый ниже будем использовать. Пусть / 1 ? / 2 , / 3 ; <pi, <р2, <рз и ip - заданные достаточно 
гладкие действительные функции. Для того чтобы существовала функция w из соответствую
щего класса гладкости, удовлетворяющая условиям wXl — / 1 , wX2 = /2, wX3 = / 3 ; wXlX2 = ( £ 3 , 
wXlX3 — tp2, wX2X3 — cpi; wXlX.2X3 — </?, необходимо и достаточно выполнения следующих ра
венств: 

dfi _ dh = dfi_ ^ dfs_ ^ 9/з = ^ / 2 = . 5 ^ = <9</>2 = 5</?з = 

9 х 2 <9xi 9хз 9 x i 9 х 2 <9х3 ^ ь <9xi 9 х 2 <Эжз ^ 

Для дальнейшего применения эти формулы перепишем в виде 

8x2 dxi <9хз dxi 9 х 2 <9хз ^ ь дх2дх3 дххдх3 дххдх2 ^ 

В этих равенствах с учетом (2.12) в качестве функций w; цэ\ /1, / 2 , / 3 ; </?i, y2l (р3 возьмем 
следующие: ги := In А; <р : = ( 1 п А ) Х 1 Х 2 Х з ; Д : = В23 - А23, f2 : = В13 - А13, / 3 — # 1 2 -
(fi := -Bi ~ Л] - B i 2 B u + A 1 2 A i 3 , <£2 — £ 2 - A 2 - Bl2B23 + A i 2 A 2 3 , <рз — J93 - j 4 3 - В п В 2 3 + 
+ А 1 3 А 2 3 . 

Имеем 
(Б 2 з - ^2з ) . х 2 — (-^13 — -A l3 ) z i = В'з — Лз — ВХЗВ23 + Л13Л23, 

(В23 - А23)Хз = (ВХ2 - A i 2 ) X l = В 2 - А 2 - ВХ2В23 + АХ2А23, 

(Вг2 - Аг2)Х2 = {Bi3 - Ахз)Хз = В Х - А Х - Bi2Bi3 + АХ2АХЗ, 

(В 12 ~ Ai2)XlX2 = {В23 - А23)Х2Хз — (Bis - Ais)XlX3 = 

— В - A - BiB23 + АХА23 - B2Bi3 + A2AU - B3BX2 + A3AX2 + 2Bi2Bi3B23 ~ 2 A i 2 A 1 3 A 2 3 . 

Приравнивая фигурирующие во всех этих равенствах выражения со скобками к соответ
ствующему выражению без скобок и группируя отдельные слагаемые в каждом равенстве, 
получим 

(В23)Х2+ВХЗВ23-В3 = ( А 2 3 ) Ж 2 + А 1 з Л 2 3 - А з , (BX3)Xl+BX3B23-B3 = (Ai3)Xl + Л 1 3 Л 2 3 - А 3 , 

(В23)хз + ВХ2В23 - В 2 = (А23)хз + Ai2A23 - Аъ (ВХ2)Х1 + ВХ2В23 - В2 = (Аг2)Х1 + АХ2А23 - Аъ 

{Bi2)X2+BuBi3-Bi - ( A i 2 ) X 2 + A i 2 i 4 i 3 - ^ b (Bi3)X3+Bi2Bis-Bi = (Агз)х, + Ai2A-X3 - Аъ 

(BX2)XlX2 + BiB23 + B2BX3 + B3BX2 - 2Bi2BX3B23 - В — 

- ( A i 2 ) X l X 2 + Л ^ з + A2Ai3 + А3Аг2 - 2 Л 1 2 Л 1 3 Л 2 з - А, (2.13) 

(£?2з)х 2 х 3 ~^ ^ 1 ^ 2 3 + B2Bi3 + В3Ву2 — 2Bi2Bi3B23 — В ~ 

= (А23)Х2ХЗ + Л1Л23 + Л2Л13 + А3Аи - 2Ai2Ai3A23 - А, 

(Bi3)XlX3 + BiB23 + B2Bi3 + B3Bi2 - 2Bi2Bi3B23 - В = 

- (А\3)Х1ХЪ + A i A 2 3 + A2AX3 + А3Аг2 - 2АХ2АХЗА23 - A. 
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Другими словами, полагая 

Hi := (Ai2)x2 + АХ2АХЗ - А и Я 2 := {Au)Xl + Ai2A23 ~ А2, Н3 := (АХЗ)Х1.+ АХЗА23 - А3, 

Я 4 := {А23)хг + АХ2А23 - А2, Щ := {А23)Х2 + Л 1 3 Л 2 3 - А3, Я б := ( i 4 i 3 ) X 3 + A i 2 A i 3 - Л ь 

# 7 := (Аи)Х1Х2 + АХА23 + А2АХЗ + А3АХ2 - 2 A i 2 A 1 3 A 2 3 - А, (2.14) 

# 8

 : = ( ^ 2 з Ь 2 х 3 + AiА23 + A2Ai3 + А3Аи - 2 A i 2 A i 3 A 2 3 - А, 

Я 9 := ( ^ 1 3 ) ^ ^ 3 + АгА23 + А2Агз + А3АХ2 - 2АХ2АХЗА23 - А, 

можно утверждать, что, для того чтобы два уравнения "канонического" вида (2.3) (при F — 0 ) 
и (2.10) были приводимы одно к другому посредством мультипликативного преобразования 
типа (2.8), необходимо и достаточно, чтобы величины Hi, % = 1,9, из (2.14), которые на этом 
основании получили название инвариантов, имели для обоих уравнений одно и то же значение. 

Очевидно, что вопрос о независимости (в определенном смысле) инвариантов Hi, г = 1,9, 
является весьма актуальным. Из приведенных выше рассуждений может показаться, что они 
являются независимыми. Но, как показывают простые выкладки, на самом деле это не так. 
Действительно, Н$-Н7 = [А23)Х2Хз - (Ai2)XlX2 = дНА/дх2 - дН2/дх2, откуда в свою очередь 
имеем 

Я 8 = Я 7 + ЭЩ/дх2 - дН2/дх2. (2.15) 

Аналогично Я 9 - Я 7 = {AX3)XlX3 - [Ai2)XlX2 — дЩ/dxi - dHi/dxi, что дает 

Я 9 = Я 7 + дН6/дхг - dHi/dxi. (2.16) 

Окончательно из равенств (2.15) и (2.16) видно, что выражения для величин Н% и Яд 
являются очевидными линейными комбинациями (в том числе и дифференциальными) от 
некоторых инвариантов Hi, г — 1,7, в силу чего мы в праве не считать их независимыми. Что 
же касается выражения для величины Я 7 , то ее нельзя получить аналогичными линейными 
операциями над величинами Hi, % = 1,6, в силу присутствия в нем коэффициента А. 

Далее, в силу очевидного равенства d(Hi — Не)/дхх + д(Н3 — Н^)/дх3 = д(Н2 — Н^)/дх2 

величины Hi, % — 1,6, на наш взгляд, также нельзя считать дифференциально независимыми. 
Замечание 2.5. В ответ на вопросы, высказанные в начале замечания 2,2, отметим, что 

мы далеки от мысли приоритетно выделить какой-либо подход из приведенных выше, так как 
в некоторых случаях их комбинация может быть более эффективной в исследовании ряда 
вопросов для уравнений типа (2.1). 

Замечание 2.6. Простые вычисления показывают, что инварианты Лапласа Я * , г = 1,7, 
для сопряженного оператора (уравнения) по Лагранжу 

з з 
-L*v := vXlX2X3 - ^ (Aijv)XiXj + ^T(Aiv)Xl - Av = F 

с исходными инвариантами Я г , г = 1,7, уравнения (2.3) связаны равенствами 

Я * ТТ Г Г * Г Г Г Г * Г Г Г Г * Г Г Г Г * Г Г TJ * Г Г 

1 — ^ 6 , t l 2 — l i 4 , Я 3 — Я 5 , Я 4 — Я 2 , Я 5 — ti3, Н6 — Hi, 

я 7 - - я 7 + — (- — ь - — . 
OXi ОХ2 ОХ3 

Если условия (2.13) выполнены, определение множителя А не представляет уже никакой 
трудности. А именно, замечая, что тогда ( Я 2 3 — A23)dxi + (Я13 — Ai3)dx2 + (Ви — Ai2)dx3 

является полным дифференциалом, мы получаем для определения А формулу 

А = е х р | ( Я 2 3 - A23)dxx + ( Я 1 3 - Ai3)dx2 + (Вх2 - Ax2)dx3. 
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Можно также доказать, что инварианты Н^ г = 1,7, сохраняют (относительно) инвари
антный характер также при заменах переменных типа 

xi=ip{yi), х2 = ф{у2), х3 = х(хз) (2.17) 

и переходят одно в другое при перестановке х2 и £3. 
Действительно, из (2.17) следует, что в обычных обозначениях Вг2 = М2х!, В13 — А ^ ' , 

B 2 3 = J W , S i = Агф'х', B 2 = A2<pf

X

f, J3 3 = >WV', B - V W i ( S i 2 ) y i = ( ^ b x V Y , 
(5i2) y 2 = ( A 1 2 ) X 2 ^ Y , (BiaJj/i - (^зЬУ^/Л (ЗДг/з = ( ^ 1 з ) х 3 ^ У , (5 2з)у 2 - ( А 2 3 ) х 2 ^ У , 
(5 2 з) у з = (^зЬз^Х 7 ; ( # 1 2 W = ( A i 2 ) ^ 2 ^ W . Значит, Н1=ф'х'Ни Н2 = (р'Х'Н2, #3 = 
= (р'ф'Щ, # 4 = (р'х'Щ, Нъ = (р'ф'Щ, Н6 = ф'х'Щ, Н7 = (р'ф'х'Нг, откуда, между прочим, 
видно, что отношения HI/HQ, H2jH^ Н3/Щ являются абсолютными инвариантами, т.е. 
инвариантами в собственном смысле при преобразованиях типа (2.17). 

Отметим, что уравнения вида (2.1) гиперболического (псевдопараболического) типа встре
чаются при изучении вопросов фильтрации жидкости в трещиноватых средах, влагопереноса 
в почвогрунтах, передачи тепла в гетерогенных средах, моделировании различных биологиче
ских процессов и явлений, продольного колебания в тонком упругом стержне с учетом эффек
тов поперечной инерции, распространения волн в диспергирующих средах, а также в теории 
оптимальных процессов и обратных задач (см., например, [9-14]). 

Замечание 2 .7 . Следует отметить, что подходы, с помощью которых были получены ин
варианты Лапласа для уравнений (2.2) и (2.3) и изучены связанные с ними вопросы, позволяют 
также получить соответствующие результаты для операторов L вида (2.1) без всяких огра
ничений на т и п. 
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