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= ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ = 

УДК 519.632.4 

О С К О Р О С Т И С Х О Д И М О С Т И Р А З Н О С Т Н О Г О Р Е Ш Е Н И Я 
О Д Н О Й Н Е Л О К А Л Ь Н О Й К Р А Е В О Й З А Д А Ч И 

Д Л Я Э Л Л И П Т И Ч Е С К О Г О У Р А В Н Е Н И Я 
В Т О Р О Г О П О Р Я Д К А 

© 2 0 0 3 г. Г. К . Б е р и к е л а ш в и л и 

1. Введение. Обобщение нелокальной задачи Бицадзе-Самарского [1] исследовалось мно
гими авторами (см., например, [2-6]). В [5] в случае уравнения Пуассона исследована раз
ностная схема, сходящаяся в сеточной норме W2 со скоростью 0(h2) к точному решению из 
класса С 4 (£2). 

В настоящей работе нелокальная краевая задача типа Бицадзе-Самарского рассматрива
ется в единичном квадрате Q для эллиптического уравнения второго порядка с постоянными 
коэффициентами. Для нелокального условия используется предложенная в [5] аппроксимация. 
Исследование соответствующей разностной схемы ведется в весовых Соболевских простран
ствах, и в предположении принадлежности решения исходной задачи пространству Соболева-
Слободецкого получены оценки скорости сходимости вида 

\\У ~ u\\w2Hu,r) < ch8~kMws(ti), se(k,k + 2], к = 1,2, (1.1) 

где г = г(х\) — 1 — # i , и - квадратичная сетка в £2 с шагом h. 
Основная идея заключается во введении вспомогательной (эквивалентной г ) весовой функ

ции р(х\), позволяющей установить положительную определенность оператора разностной 
схемы, а также справедливость первого (энергетического) и второго основных неравенств. 
Скалярное произведение указанного типа и индуцированная им норма впервые были приме
нены в [2, с. 10-14] для доказательства единственности классического, а затем и разностного 
решения [4] нелокальных краевых задач. 

Для оценки погрешности аппроксимации применена известная методика [7, гл. 3, 4], ис
пользующая обобщение леммы Брэмбла-Гильберта [8]. 

2. Постановка задачи. Пусть Q = {(х\,х2) : 0 < хк < 1, к = 1,2} - квадрат с грани
цей Г; a i , # 2 , . . . , ост ~ произвольные действительные числа; £i, £2? • • • > £>т фиксированные 
точки из (0 ,1) , при этом 0 < f 1 < £> < . • • < im < 1, £о = 0, £ m + i = 1, 

Г(о = {(6,* 2): 0 < я 2 < 1 } , t = l , m + l, Г . = Г ( ш + 1 ) , Г 0 = Г \ Г * . 

Будем рассматривать нелокальную краевую задачу 

2 () f \ 

(х) = 0 , хе Г 0 , u ( l , х2) = ^ аки(£к1 х2), 0 < х2 < 1. (2.2) 
k=i 

Предполагаем, что выполнены условия 

2 т 
a ^ * t * j > ^i(*i + 1̂ > °> ^ , ao = const, a 0 > 0, ^ |а*| \Дк = ^ < 1- (2.3) 
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В работе [5] приведено ограничение другого вида на параметры нелокального условия, которое 
в ряде случаев эффективнее накладываемого нами, но иной раз уступает ему. 

Как показано в [6], при f(x) G L2(Vt,r) существует единственное решение задачи (2.1), 
(2.2), принадлежащее пространству W^i^r). Ниже будем предполагать, что функция f(x) 
обеспечивает однозначную разрешимость задачи (2.1), (2.2) в классе W2(£l), 1 < s < 4. 

Введем сеточные области: йа — {ха = iah : i a — 0,n, h = 1 /n} , ua — ша П (0,1) , 
иа ~ ^ol П (0,1] , a — 1,2, oj = cji x cj 2 , a) = o>i x 0)2, 70 = Го П о), uj\^ — {x\ : x\ = г/i, 
г' = 1 , п Л } . 

Пусть — (n& + 6k)h, 0 < 0& < 1, = l,ra, где n& - неотрицательные целые числа: 
0 < п х < П 2 < . . . < n m < п, равенство между которыми имеет место, если в соответствующем 
подынтервале (между соседними точками сетки ш\) содержится более одной точки 

Предполагаем, что 

h/2 < 1 — £ m — г/, где > 0 - фиксированное число. (2.4) 

Определим усредняющие операторы Стеклова 

(1=Ы)/2 

S^u = J u(xi + (2 - k)th,x2 + (к - l)th)dt, к = 1,2, 
( - l ± l ) / 2 

усредняющие операторы, введенные в [7, с. 58]: 

1 1 

Titi = У(1 - \t\)u{xi + th,x2)dt, Т2и = j(l-\t\)u(xux2 + th)dt, 

- 1 - 1 

и операторы проектирования 

ок 1 

GkU = (l — 0k) J u(nkh + th,x2)dt + 6k J u(nkh + th,x2)dt, fc = l , n m . 

0 0k 

Для этих операторов справедливы тождества 

Тк д2и/дх\ = щ к Х к , Тк ди/дхк = S^uXk = S^uXk, к = 1,2, 

Gfc d2u/dxl = h~2((l - 6k)u(nkh, х2) + 6ku(nkh + / 1 , ж 2 ) - гх(^, ж 2 ) ) , А; = 1 ,п ш . 

Через ¥fc(# 2), Zk(x2)^ Zk(x2), Z(x2) будем обозначать выражения Yk(x2) = 
= (1 — 0k)y(nkh,x2) + 6ky(nkh + / 1 , ^ 2 ) и т.д. Задачу (2.1), (2.2) аппроксимируем разностной 
схемой 

Lhy = ip{x), хеоо, (р = ТгТ2/, (2.5) 

m 
У = 0, х G 7о, у(1, ж 2 ) = ] Р ajfcYib(a;2), £ 2 G a;2, (2.6) 

k=l 

где L/,2/ = a n y X l X l + ai2(j/xix2 + J/xia2) + о>22Ух2х2 ~ аоУ-
3. Корректность разностной схемы. Пусть if - пространство сеточных функций, 

определенных на йо и удовлетворяющих условиям (2.6), со скалярным произведением и нор
мой (y,v)r — ^2ш1г2г(х1)у(х)у(х), \\у\\2 — (у,у) г соответственно. Пусть, кроме того, ||y]|j! = 

= Z u t x u 2 h W , ИЗ = E w + b W , \\уШ = £ w + x W + * 2 n , 2 , I v l U = 1Ы12- + Ы ? , 
I b l l w = 1Ы12. + \y\Ur, \уЦш,г = \\y£lXl\\2

r + ЬъхАМ + Ау^Ж, Ml^r = \y\l«,r + \\v\\2iw> 
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NI 2 = E > V , 11у]|2 = E ^ A V , 1Ы]2 = Е Ш 1 Х ^ ^ 2 , \\y}? = Z„t^h*y2, Ш\1 
= Е „ 2 % 2 , IM]2 = E W + V , г(Я:1) = ( г ( а ; 1 ) + г ( Х 1 - Л ) ) / 2 . 

Введем вспомогательную весовую функцию 

Jpifai), & < f f i < & + b г = 0 , т - 1 , 
Р { Х 1 ) = \ г ( Х 1 ) , U<xi<l, ( З Л ) 

где Pt(a^I) = R(XI) - XE)TLT+I la*l^fc rk(xi), rk(xi) = £k - xi. Тогда 

(1 - x V t o ) < p f o ) < г(яя). (3.2) 

В дальнейшем будем считать, что скалярное произведение и нормы, содержащие в индек
се имеют аналогичный выражению с индексом г смысл. 

Через Ф(у) обозначим функционал вида 

ад = ^ ( 1 > ^ П 2 Ы - У 2 ( 1 , * 2 ) ) . (З.З) 

Для того чтобы полученные в этом пункте результаты использовать и в дальнейшем для 
априорной оценки погрешности метода (когда нелокальное условие уже не будет однородным), 
оценки для функции у(х) будем получать в таком виде, в котором нелокальное условие по
ка не будет учтено. Через c , c i , C 2 , . . . будем обозначать не зависящие от h положительные 
постоянные с возможно различными значениями в разных контекстах. 

Лемма 3 .1 . Для любой сеточной функции у(ж), определенной на из и обращающейся в 
нуль при х\ — 0, справедлива оценка 

(-Ух.хг^р^ШЦ + Цу). (3-4) 

Доказательство. Можно проверить, что 

га , | 

Рх1Х1 (ih) = -У2 ^ ( ( 1 - 9кЩпк,г) + вк6(пк + 1 ,г ) ) , (3.5) 

где £(•, •) - символ Кронекера. В результате простых вычислений находим 

2' 
ш1 Ш? ш1 

или, учитывая (3.5), 

1 1 m la I 

-^2hpyXlXly = Y^hpyl1 - -y2{l,x2) + G ^ L ^ ^ / p ^ 1 -ek)y2{nkh,X2) + 0ky2{nkh + h,x2)). 

Учитывая здесь, что 

(1 ~ 0k)y2{nkh,x2) + 9ky2{nkh + M 2 ) = У* 2 (*2) + / i 2 ^ ( l " ek)y2

Xl{nkh,x2) > Y?{x2), 

убеждаемся в справедливости леммы 3.1. 
Аналогично доказывается 
Лемма 3.2. Для любой сеточной функции у (ж), определенной на из и обращающейся в 

нуль на 7*, справедлива оценка 

(Ух1х1,Ух2х2)Р > 11Ух1я2Щ + ф(Ух2)- (3.6) 
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Лемма 3.3. Для любой сеточной функции у (ж), определенной на со и обращающейся в 
нуль на 7*, справедливы оценки 

ацФ(у) + (4^/5)1^11?^ < (-Lhy,y)p, (3.7) 

аФ(у) + с 2 Ф ( у 1 2 ) + сз||у||1,ш,р < \\Lhy\\% С1,С2,сз = const > 0. (3.8) 

При этом если у(х) удовлетворяет и нелокальному условию (2.6), то в левых частях 
(3.7), (3.8) слагаемые с функционалом Ф можно опустить. 

Доказательство. Если умножим (—L^y) скалярно на у и применим оценку (3.4), после 
несложных преобразований получим 

1 2 1 2 

(-Lhy,y)P >2*52h2P ^2 а<*РУ*«Ух0 + 2^2h2p S а<*РУхаУхе + апФ(у) 
CJ+ а , /3=1 o j - а, 

или с учетом условия эллиптичности (2.3) 

ацФ(у) + У\\у\1и,Р < {~Lhy, У)Р- (3.9) 

Далее 2|у(аг)| < ]£ Ш +Л|уж 2 | , поэтому Цу\\2

р < \у\\^,р, ч т 0 вместе с (3.9) доказывает оцен

ку (3.7). 
Очевидным следствием из оценки (3.7) является неравенство 

ф(у) + \v\IMP < {-&нУ,у)р, АлУ = Ух1Х1 +УХ2Х2- (ЗЛ0) 

Запишем для у тождество 

{Lhy,Ahy)p = i i ( y ) + 12{у) + h(y), (3-11) 

Ух\Х2 + Ух\Х2 \ | _|_ h{y) = ^ h 2 p ( a n y l l X l +а12{уХ1Х2 + yXlX2)yXlXl + « 2 2 

+ ^2Р \ ажу\2х2 + А 1 2 ( У "+ УХ1Х2)УХ2Х2 + FTH I 

Ш = (an + 022)X> 2 p(y f l X l y f t X 2 - +*«'*) 2 ) , /з(у) = -аоХ>2руДЛу. 

В силу условия эллиптичности (2.3) получаем h{y) > ^ ( Ц у г щ Ц 2 + | |Ух 2 х 2 | | 2 ) - Далее 
Е ш ^ 2 р ( ( у г 1 х 2 + у Ж 1 х 2 ) / 2 ) 2 < ||у*,г2]]р, что вместе с (3.6) дает / 2 ( у ) > (оц + а 2 2 ) Ф ( у 1 2 ) . А в си
лу (3.10) имеем / з (у ) > аоФ(у). Следовательно, из (3.11) получаем неравенство ^i( | |ysni | | 2 + 
+ 11г/г2=Е2Hp) + («и + А 2 2 ) Ф ( У г 2 ) + « о Ф ( у ) < (Lhy,Ahy)p, из которого, поскольку (Lhy,Ahy)p < 
< (1М)| |^у| | 2 + (ЫШу^хАЦ + | | ух 2 х 2 | | 2 ) , имеем 

( ^ / 2 ) ( | | у х 1 х 1 | | ; + | | у 2 2 х 2 | | ; ) + ( А 1 1 + а 2 2 ) Ф ( у г 2 ) + а 0 Ф ( у ) < {l/vi)\\Lhy\\j. (3.12) 

С другой стороны, в силу (3.6) 2Ф(уЖ 2) + 2 | | у 1 1 Ж 2 | | 2 < \\yilXl \\2

р + | |ух 2 х 2 | | 2 и 2Ф (у Х 2 ) + \у\\^р < 

^ 2 ( l l ? / X I X 1 | | p + | |уж 2х 2 | | 2)- Поэтому из (3.12) находим 

М(ап + а 2 2 ) Ф ( У х 2 ) +«оФ (у ) ) + ( и У 2 ) Ф ( у х 2 ) + ( ^ / 4 ) | y | i ) W > , < \\Lhy\\% (3.13) 
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Далее, из (3.9) выводим, что 

ацФ(у) + Ы У \ 1 ш ф < ( l / (8^)) | |L f c y| |? + 2 ^ | | y | | 2 . (3.14) 

Складывая неравенство (3^i/5)(4| |y | |p — | y | l j £ J j p) < 0 с (3.14), получаем 

8 а и ^ Ф ( у ) + ( 1 6 ^ / 5 ) | | у | | ? ^ < \\Lhyfp. (3.15) 

Отсюда и из (3.13) следует неравенство (3.8). 
Если у(х) удовлетворяет и нелокальному условию (2.6), то 

( т \ 2 гп | | 

£ ( ^ ! ) 1 / 4 ( « ! / Ы 1 / 4 ^ Ы ) < ^ * Щ * 2 Ы 
и аналогично 

\ак\ 

В силу последних неравенств Ф(у) > 0, Ф(Ух2) > 0? поэтому содержащими эти величины 
слагаемыми в (3.7), (3.8) можно пренебречь. Лемма 3.3 полностью доказана. 

На основе оценки (3.8) для решения разностной схемы (2.5), (2.6) получаем ||у||2,ш,г < 
< с||у>|| г, что означает корректность разностной схемы в метрике пространства W2 ( ^ , r ) . 

4. Априорная оценка погрешности метода. Для изучения вопроса сходимости и точ
ности разностной схемы (2.5), (2.6) рассмотрим погрешность метода z — у—и, где у - решение 
разностной схемы, а и = и(х) - решение исходной задачи. Подставив у = z + и в разностную 
схему (2.5), (2.6), получим 

т 

Lhz = %j), хеш, z = 0, х е 7о, z(l, х2) = ^ akZk + R, х2 е ш2, (4.1) 
к=1 

где ф = ац7?ц^ 1 а ; 1 + a12rji2xiX2 + а22г)22х2Х2 + а 0г/ 0, Л = Y^=iakRk, Rk = h2Gkd2u/dx\, 
Vaa = Гз -^и — a = 1,2, 7712 = 2 5 ^ S ^ ( # ) — гл(ж) - u(a^i + h , x 2 - К), щ=и- T\T\u. 

Представим решение z задачи (4.1) в виде суммы z = z + z решений следующих двух 
задач: 

т 

Lhz = 0, хеш, z = 0, хе 7о, 2 ( 1 , ^ 2 ) = ^ а к 2 к + R, х2 е ш2, (4.2) 
к=1 

m 

Lhz = ip, хеш, F = 0, х е 7о, ? ( 1 , ^ 2 ) = ^ a f c Z f c , ^ G ^ . (4.3) 
Jfc = l 

Лемма 4 .1 . Для определенного в (3.3) функционала Ф справедливы оценки 

-2Ф (г ) < (1 + x / ( £ l v ^) ) | | t f | | 2 + ( x £ l / v ^ ) | | z | | 2

! Ш ) Г V £ l > 0, (4.4) 

- 2 Ф ( * 1 2 ) < (1 + x/{e2^))\\RX2\]l + ( x £ 2 / v ^ ) P H L , r Ve 2 > 0, (4.5) 

где z - решение задачи (4-2). 
Доказательство. Прежде всего заметим, что справедливы неравенства 

/ \ 1 / 2 / \ 1 / 2 
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и так как в силу (2.4) r(ih) > (1 — ih + /г/2) > (1 — ( n m + l)h + /i /2) > v, i = l , n m + 1, то из 
(4.7) получается первое из неравенств (4.6); аналогично доказывается и второе неравенство. 

Воспользуемся теперь нелокальным условием (4.2). Тогда 

-2Ф(*) < £ / г ( д 2 + 2R JTakZ^, - 2 Ф ( ^ 2 ) < ] Г > Ы 2 + 2 R ^ £ • 
W2 ^ k=l ' u+ k = l 

Поэтому в силу (4.6) 

-2Ф(*) < \\R\\l + (2x/V^)\\R\U \Ы\г, < \\RX2\]l + (2x/y/Z)\\R*2\]* lfe* 2]]r, 

откуда и следует справедливость оценок (4.4), (4.5). Лемма доказана. 
Лемма 4.2. Для решения разностной задачи (4-1) справедлива априорная оценка 

I N I W < с(||Д||. + \\г)Пх1}\ + WvnxA] + \\m2s2W + Ы 1 ) , с = const > 0. (4.8) 

Доказательство. На основе (3.2), (3.7) для решения задачи (4.2) получаем 

ацФ(5) + (4^(1 - х 2 ) ^ ) ! ^ ! ! ? ^ < 0, 

что вместе с (4.4) (подходящим образом выбранным е\) дает 

||*|| W < с||Д||*. (4.9) 

Применяя неравенство (3.7) для решения задачи (4.3), с учетом (3.2) получаем 

(4i/i(l - ^2)/Ъ)\\Ц\^^г < v2{\(r]iiXlXl^p\ + \(r}i2xiX2,z)p\ + 1(7722x2*2,z)P\) + Mvo,z)p- (4.10) 

Оценка слагаемых, содержащих 7712, г\22 в правой части (4.10), не представляет труда: 

\{Va2xax2,z)p\ < \\Va2xJ] | |^ 2 | ]r, а = 1, 2. (4.11) 

Если для второго слагаемого в правой части равенства 

т | , 

{Vllxixn'zjp = (Vllxixi,z)r ~ ^2К~^= ^2 h2rkVllx1x1^ (4.12) 
k=l V^k Ш1кхш2 

применить формулы суммирования по частям, получим 

^2 h2rkrjllxixiz = Qi + Q2, (4.13) 

где Qx = -Y^Ulikxu2

h2rMu*i**ii ®2 = I^uhk_1xu2h2Vnx1z + Ylu2

9kh2Vilx1(n^ 
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В самом деле, 

^ _ _ \ 1 / 2 
\Zk{x2)\< 22hzXl(ih,x2) + ekh\zXl(nkh + h,x2)\ < X , M^/i , z2) ) + 

i=i 4 = 1 ' 

/Пк + 1 v 1/2 

+ y/^(hzl(nkh + h,x2))1/2 < (nkh + 6kh)ll2( £ Л ^ М г ) ) (4.7) 
^ г=1 ' 
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Учитывая соотношения гк < < и применяя неравенство Коши, после некоторых 
преобразований заключаем, что 

| Q i | < & ( Е * 2 г 4 ) ( Е л 2ч?И 1) , 

/ \ 1 / 2 / \ 1 / 2 

к ? 2 | < Ц Е л 2 ^ ) ( Е ^ ) > 

в силу чего 

h2rk7]nXlXlz <4k\\zXl]\r\\r]iiXl]Y (4.14) 
Wi,fcXCJ2 

Нетрудно показать также справедливость оценки 

K ^ l l x i x i , Z)r\ < Ц^Х1\\Г | | r /Hx i ] | . ( 4 - 1 5 ) 

Окончательно с учетом (4.14), (4.15) из (4.12) следует оценка 

\Ых1хх,Ъ)р\ < 2(1 + x2)\\zXl}\r \\miXl]l (4.16) 

так как r(xi) < f{x\). Применяя (4.10), (4.11), (4.16), убеждаемся в справедливости оценки 

(411(1 - x^/bWh^r < ^2(2(1 + я2)\\т1х1}\ + huxA) + \\V22x2\}) +ao||%||p. (4.17) 

Непосредственным следствием оценок (4.9), (4.17) является оценка (4.8). Лемма доказана. 
Лемма 4.3. Для решения разностной задачи (4-1) справедлива априорная оценка 

\\z\\2^r < C(\\R\U + \\Rx2\]* + I k l l ^ l l + \\Vl2xlX2\\ + \\V22x2x2\\ + 1Ы1). (4.18) 

Доказательство. Умножим (4.4), (4.5) соответственно на c i / 2 , с2/2 и сложим с запи
санным для z неравенством (3.8). Выбирая затем в правой части полученного неравенства 
£i, €2 достаточно малыми, находим 

\\zh,u,r<c(\\R\U + \\RX2\}*). (4.19) 

Далее, в силу (3.8) для решения задачи (4.3) имеем 

< ^(ItoiiajiziII + Ilm2*i* 2 | | + | |%2* 2 * 2 | | ) +ао1Ы1, 

что вместе с (4.19) завершает доказательство леммы. 
5. Оценка скорости сходимости. Из лемм 4.2, 4.3 вытекает, что для получения оценок 

скорости сходимости разностной схемы (2.5), (2.6) достаточно оценить соответствующие нормы 
R И Г / Ц , V12, V22, Щ-

Покажем, что 

\\R\U<ch-1\\u\)w.{n), а € ( 1 , 3 ] . (5.1) 
Пусть ек = {nkh,nkh + h) x (x2 — h/2,x2 + h/2), ftk — {пФ,nkh + h) x (0 ,1) . Представим 

Rk в виде суммы 

Rk = {h2Gk д2и/дх\ - h2GkS^ д2и/дх2

г) + h2GkS^ д2и/дх2

г =&k + Rk, k = 1, nr, 

Заметим, что величина R'k обращается в нуль на многочленах второй степени и ограничена 
в W2(Q), s > 1, вследствие чего с помощью леммы Брэмбла-Гильберта получим 

\R'k\ <chs-l\u\Ws{ek), \\R'k\l<chs~l\u\Ws{u), е е (1,3]. (5.2) 
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Величина Щ обращается в нуль на многочленах первой степени и ограничена в W - f ^ ) , 
s > 1. Поэтому с учетом леммы Брэмбла-Гильберта для нее получается оценка 

т'Х^^-'Ыщ^, 5€ (1 ;2 .5 ] . (5.3) 

В случае s > 2.5 

\\Ri\\i<cY.h4\^\dX<ch^ g 2 , 
ek 

и так как д2и/дх\ G W | ~ 2 ( ^ ) , s — 2> 0.5, то можно применить оценку Ь2 -нормы функции в 
приграничной полосе через ее W£~2 -норму в области (см. [7, с. 26; 9, с. 47]): \\d2u/dx2\\L2^k) < 
< chl/2\\d2u/dx\\\щ~2{^у 0 .5<5 — 2 < 1 . Следовательно, получаем оценку \\Щ\\* <ch2\u\ws(fy, 
s £ (2.5; 3], которая вместе с (5.2), (5.3) доказывает справедливость неравенства (5.1). 

Нетрудно также убедиться, что ||Дж2|]* < с^~2\и\щ(^, s Е (2,4] . 
Принимая также во внимание хорошо известные оценки для гуц, 7712, г/22, Щ и их раз

ностных производных (см., например, [7, с. 148]), на основе оценок (4.8), (4.18) убеждаемся в 
справедливости следующего утверждения. 

Теорема 5,1. Если выполнены условия (2.3) и функция f(x) обеспечивает принадлеж
ность решения и(х) задачи (2.1), (2.2) классу W2(ft), s > 1, то скорость сходимости раз
ностной схемы (2.5), (2.6) определяется оценкой \\у—и\\\у^(ш,г) — chs~k\\u\\w$(n)i s € (fc, fc+2], 
k = 1,2, где положительная постоянная с не зависит от и{х) и h. 
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