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УДК 517.929 

О КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ 
СИСТЕМ ОБОБЩЕННЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
НА БЕСКОНЕЧНОМ ПРОМЕЖУТКЕ 

© 2 0 0 4 г, М . Т. А ш о р д и я , Н . А . К е к е л и я 

1. Постановка задачи и ф о р м у л и р о в к а основных результатов. Пусть R+ = [0, +оо[, 
а Л : 1 | 4 R n x n и / : М+ —>Шп - соответственно матричная и векторная функции, элементы 
которых имеют ограниченные полные вариации на каждом компактном подпромежутке про
межутка К_|_. Пусть to € К+, со G R n . Для системы линейных обобщенных обыкновенных 
дифференциальных уравнений рассмотрим задачу Коши 

dx(t) = dA(t) • x(t) + df(t) при t € R+, (1.1) 

x(t0) = c 0 . (1.2) 

В настоящей работе установлены достаточные условия, гарантирующие корректность 
(непрерывную зависимость решений от правых частей и начальных данных) задачи (1.1), 
(1.2) на бесконечном промежутке, а также исследован вопрос о связи между устойчивостью 
системы (1.1) и корректностью задачи (1.1), (1.2). Результаты аналогичного характера для 
линейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений содержатся в работах [1, 2]. 

В отличие от [1, 2] в ранее выполненных работах (см., например, [3-13] и указанную в них 
библиографию) корректность начальных и краевых задач (линейных и нелинейных) как для 
обыкновенных дифференциальных [3-7], так и для обобщенных дифференциальных систем 
[8-13] исследуется на компактном промежутке. При этом для последних систем предпола
гается либо непрерывность матричной функции А в начальной точке to, либо точка to не 
возмущается. В настоящей работе для линейных задач вида (1.1), (1.2) рассматривается общий 
случай без учета указанных ограничений. 

Системы вида (1.1), в частности, позволяют с единой точки зрения исследовать как обык
новенные линейные дифференциальные системы, так и линейные импульсные системы 

dx 
— = Q(t)x + q(t) при t e R f , (1.3) 

x{tj+) - x(tj-) = Gjx{tj-) + 9 j (j = 1 ,2 , . . . ) , (1.4) 

где Q € Ь 1 о с (1Е^;К"Х") , q € Lloc(WL+;W), Gd G Rnxn (j = 1 ,2 , . . . ) , 9j € R n (j = 1 ,2 , . . . ) , 
0 < t\ < <2 < • • •, lim tj = +oo, и линейные разностные системы 

j-У + ОО 

у(к + 1) - у(к) = G(k)y(k) + д(к) (к = 0 , 1 , . . . ) , (1.5) 

где G(k) G M n x n , д{к) £ W1. 
В работе приняты следующие обозначения и определения: N - множество натуральных 

чисел, N = { 0 , 1 , . . . } ; К = ] — оо,+оо[ , / - конечный или бесконечный промежуток дей
ствительной оси; Щпхт - пространство вещественных п х т-матриц X = с нор
мой = S ^ = i S ? = i ktjli 1^1 = (l^jD^jlv О п х т (или О) .- нулевая п х т-матрица; 
Шп = Шпх1 - пространство вещественных n-мерных вектор-столбцов х = (xi)^; det(X) и 
X~l - детерминант и обратная матрица матрицы X Е М п х п ; 1п - единичная п х п -матрица. 
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Матричная функция называется непрерывной, интегрируемой, неубывающей и т.д., если 
таковыми соответственно являются все ее компоненты. 

Если X : R+ —> R n x m , то V ^ X ) - сумма полных вариаций ее компонент Xij (г = 1,п; 
j = Т^п) на сегменте [а,6]; V+°°(X) = sup{V*(X) : a,6_E_R+}; V{X)(t) = (у(х^)(Щ^ 
где v(xij)(0) = 0 и = V ^ ( ^ ) при t > 0 (г = l ,n ; j = l , m ) ; X ( t - ) и Х(Н-) -
соответственно левый и правый пределы в точке t ( Х ( О - ) = Х(0)); d\X(t) = Х(£) — X(t—), 
d 2 ^ W = X ( t+ ) - -X ( t ) ; B V ( [ a , 6 ] ; R n x m ) - множество матричных функций X : [a, 6] -> R n x m , 
для которых v£(X) < +оо; ВУ\0С(Г, R n x m ) - множество матричных функций X : / -> М 7 г х ш , 
для которых < Ч~оо при a,b Е J; L ( / ; R n x m ) - множество суммируемых по Лебегу 
матричных функций X : J -> R n x m ; Z/i0C(J; R n x m ) - множество матричных функций X : 
7 —> R n x m , суммируемых по Лебегу на каждом компактном подпромежутке промежутка J; 
C f i 0 C ( / ; lR r i x m ) - множество матричных функций X : / -> R n x m , абсолютно непрерывных 
на каждом компактном подпромежутке промежутка Г; С1 0 С ( / \ {*j}^i5 R n x m ) , где Е / , 

< (j = 1,2,...) - множество матричных функций X : 7 —»• R n x m , сужение которых на 
принадлежит множеству C , i 0 C ( ]<jj*j+i[ ;I^ l x m ) для любого j E { l , 2 , . . . } . 

Далее введем оператор so : BVi 0 C (R;R) -> BVi 0 C (R;R) равенством 

50(ж)(«) =x( t ) - ^ dis(r) ~ XI ^ ( т ) . 
a<r<t a<r<t 

Если # : R -» R - неубывающая функция, i : R 4 R и K t , то 

t 

/ x ( r ) d g ( r ) = / ж ( т ) Л о Ы ( г ) + ] Г « ( r ) d i ^ ( r ) + ] Г ж ( т ) % ( г ) , 

где под ^st[X(r)dsog(r) понимается интеграл в смысле Лебега-Стилтьеса на открытом ин
тервале ]s,t[ по мере, порожденной функцией so(g) на том же интервале (J^x(r)dg(r) — 0); 
если g(t) = gi(t) — g2(t)i где д\ и 5 2 - неубывающие функции, то 

Г I Е 

у4 x(r)dg(r)= j x(r) dg^r) - J x(r)dg2(r) 
s s s 

Если G = (ЫЙ=1

 e B V l o c ( R ; E ' x " ) и X = (*jy)&™ i 

I dG{r).X{r) = (Ё/ * * , - ( т ) * й * ( т ) 

При 5 < t , 
М"=1 

а если X E B V l o c ( R T - ; R n x n ) и Y E B V i o c ( R f ; R n x m ) , то 

A(X,Y){t) = Y(t)+ Y , bXtf-iln-diXir))-1 * У ( т ) - d2X(T).(In + d2X(T))-1 d2Y(r). 
0<r<t 0<r<t 

Через E(N;Rnxm) обозначим множество матричных функций Y : N —> R n x m . 
Под решением системы (1.1) понимается векторная функция х Е BVioc(R+; ^ n ) такая, что 

x(t) = x(s) + J*dA(r) • х(т) + f{t) - f(s) при 0 < s < t. 
Будем предполагать, что А Е B V i 0 C ( R + ; R n x n ) , А{0) = O n x n , / Е B V i o c ( R f ; R n ) и 

det(In + (-iydjA(t))^0 при t Е R+ = 1,2). (1.6) 
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Заметим, что условие (1.6) гарантирует однозначную разрешимость задачи Коши (1.1), (1.2) 
(см., например, [15, с. 106]). 

Пусть х - единственное решение задачи (1.1), (1.2). Наряду с исходной задачей (1.1), (1.2) 
рассмотрим возмущенную задачу Коши 

dy(t)=dA(t)-y(t) + df(t), (1.7) 

2/(*о) = со, (1.8) 

где 1 Е В У 1 о с ( К + ; Е п х п ) , / e B V i o c ( R + ; R N ) , ? 0 e R + > с0еШп. 
О п р е д е л е н и е 1.1. Задача (1.1), (1.2) называется корректной, если для любых сколь угодно 

малого е > 0 и сколь угодно большого р > 0 найдется S > 0 такое, что для любых to Е R + , 
с 0 G R N , А Е B V i o c ( E + ; R N X N ) и / Е B V i 0 C ( R + - ; R N ) > удовлетворяющих условиям 

\\{In - diA(to))c0 - с 0 | | < S при to < t0, 
|*о - *o| < <5, jjco - coll < S при to = to, (1.9) 

||(J n + d 2 A(t 0 ))co - c 0 | | < 6 при ?o > to, 

\\(A(t)-A(to))-(A(t)-A(to))\\<S, | | ( / ( * ) - / ( t o ) ) - ( / ( t ) - / ( « o ) ) l l < * при t e R+, (1.10) 
+oo 

У(А-А)<Р, (1Л1) 
0 

задача (1.7), (1.8) имеет единственное решение у и выполняется оценка 

\\x(t) -y(t)\\ <е при t e R f . (1.12) 

О п р е д е л е н и е 1.2. Задача (1.1), (1.2) называется слабо корректной, если для любого е > 0 
найдется 5 > 0 такое, что для любых f0 € R+, с 0 Е R N , 1 Е B V i 0 C ( R + ; R N X N ) и / Е 
Е BVioc(R+; R 7 1 ) , удовлетворяющих условиям (1.9) и 

+оо -foo 

\/(А-А)<6,' \J(f-f)<6, (1ЛЗ) 
о о 

задача (1.7), (1.8) имеет единственное решение у и выполняется оценка (1.12). 
Теорема 1.1. Если 

А Е BV(R+ ; M N X T L ) , / Е B V ( l + ; R N ) , (1.14) 

то задача (1.1), (1.2) является корректной. 
О п р е д е л е н и е 1.3. Пусть £ : К+ -» IR+ такая неубывающая функция, что £(t) -> -boo при 

t —> +оо. Решение хо системы (1.1) называется £-экспоненциально асимптотически устойчи
вым, если существует такое ц > 0, что для любого е > 0 найдется 6 = 6(e) > 0 такое, что 
любое решение х системы (1.1), удовлетворяющее условию ||ж(*о) — жо(*о)|| < $ при некотором 
*о Е R + , допускает оценку ||а;(£) - xo{t)\\ < eexp(-r)(£(t) — £(*о))) при t > to. 

Устойчивость, равномерная устойчивость, асимптотическая устойчивость и экспоненциаль
но асимптотическая устойчивость решений системы (1.1) определяются таким же образом, как 
для систем линейных обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например, [2, 7]). От
метим также, что экспоненциальная асимптотическая устойчивость является частным случаем 
£-экспоненциальной асимптотической устойчивости, если предположить, что £(£) = t. 

О п р е д е л е н и е 1.4. Система (1.1) называется устойчивой в том или ином смысле, если 
каждое ее решение является устойчивым в том же смысле. 

Очевидно, что устойчивость в том или ином смысле системы (1.1) равносильна устойчиво
сти в том же смысле как какого-нибудь ее решения, так и тривиального решения соответству
ющей однородной системы 

dx(t) =dA(t)-x{t). (l . lo) 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 40 № 4 2004 
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Следовательно, устойчивость является общим свойством для всех решений системы (1.1), а 
свободный член / не влияет на нее. Она полностью обусловлена матричной функцией Л, 
поэтому естественно ввести следующее 

О п р е д е л е н и е 1.5. Матричная функция А Е BVi 0 C (K+; M n x n ) называется устойчивой в 
том или ином смысле, если система (l . lo) является устойчивой в том же смысле. 

Эффективные условия, гарантирующие устойчивость в том или ином смысле матричной 
функции А, содержатся, например, в работах [16, 17]. 

Теорема 1.2. Пусть А Е B V i o c ( l R + ; R n x n ) и f Е BVi 0 C(IR+;К 7 1) таковы, что 

limsup V Д ( А , А ) < + о о , (1.15) 

"(0(0 

lim V A(AJ) = 0, (1.16) 

где 
иШ) = sup{r > t : £(т) < Z(t+) + 1}. (1.17) 

Тогда £ -экспоненциально асимптотическая устойчивость матричной функции А гаранти
рует корректность задачи (1.1), (1.2). 

Теорема 1.3. Пусть А Е B V i 0 C ( R + ; K N X N ) , 

/ E B V ( ! + ; R N ) . (1.18) 

Тогда равномерная устойчивость матричной функции А гарантирует слабую корректность 
задачи (1.1), (1.2). 

Импульсные системы. Под решением импульсной системы (1.3), (1.4) (см., например, 
[14]) понимается непрерывная слева векторная функция х Е Ci 0 c(K+ \ Г ; К П ) , Т = t2,...}, 
удовлетворяющая системе (1.3) почти всюду на промежутке и условию (1.4) в точке 
tj для любого j Е { 1 , 2 , . . . } . Ясно, что векторная функция х Е Ci 0 C(K+ \ T ; R N ) является 
решением импульсной системы (1.3), (1.4) тогда и только тогда, когда она является решением 
системы (1.1), где A(t) = fQQ{r)dr + Т,о<^<10з> /(*) = foQ(T)dr + 52o<tj<t9j- При этом 
условие (1.6) равносильно условию det(J n + Gj) Ф О (j = 1 ,2 , . . . ) , что мы будем и предпо
лагать. 

Опираясь на сказанное, мы конкретизируем данные выше определения и утверждения для 
линейных импульсных систем вида (1.3), (1.4). 

Пусть х - единственное решение импульсной задачи Коши (1.3), (1.4), (1.2). Наряду с этой 
задачей рассмотрим возмущенную задачу Коши 

^ = Q(t)y + q(t) при ьещ, (1.19) 

v(tj+) - y(tj-) = GjvGj-) + Яз U = 1 ,2 , . . . ) , (1.20) 

y(to) = О), (1.21) 

где Q € L ioc (K+;M n x n ) , q Е Lloc(R+;Rn)z Gj 6 K " x n (i = 1,2, . . 0 , j ^ R 1 (j = l , 2 , . . . ) , 
c 0 € Rn, tj еШ+ (j = 0 , 1 , . . . ) , О < h < t2 < . . . , lim tj = +oo, f = { t b t 2 , . . . } . 

j-++oo 
О п р е д е л е н и е 1.6. Задача (1.3), (1.4), (1.2) называется корректной, если для любых сколь 

угодно малого е > О и сколь угодно большого р > 0 найдется 5 > 0 такое, что для любых 
t0 е l + , с 0 е R n , j 2 e ^ L i o c ( R + ; R n x n ) j L я е L l 0 C ( l + ; K " ) , Gj € M n x " [j = 1 ,2 , . . . ) , t , € 
(j = 0 , 1 , . . . ) , 0 < <i < <2 < • • • > Um 7̂ = + ° ° ; удовлетворяющих условиям 

j - H - o o 

u _ r i ^ г ||co - coll < <5, если тГ0 < <o или f0 £ , 0 -
1 0 0 1 ' ||(/п + ^ ) с о - с 0 | | < < 5 , если to = Ц > t 0 (i = 1 ,2 , . . . ) , [ L < U ) 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 40 №4 2004 
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t 

I 
о 

t 

II/ 

(Q(r)-Q(T))dT+ £ G J ~ E e i 

(q(r) - q(r)) dr + Yl E & 
0<tj<t 0<^<t 

< J при t G 

< 5 при t G 

H-oo 

/ +00 +00 +00 
HQ(*)-Q(*)ii*+ E 1 1 ^ 1 1 + E E i i g - g . i k p , 

задача (1.19)—(1.21) имеет единственное решение у и выполняется оценка (1.12). 
О п р е д е л е н и е 1.7. Задача (1.3), (1.4), (1.2) называется слабо корректной, если для произ

вольного е > О найдется 5 > О такое, что для любых to G R+, со G R 7 1, Q G Li o c (R+; R n x n ) , 
g G Lbc(IR+;R n), Gj G R n x n (j = 1 ,2 , . . . ) , Ь G R+ (j = 0 , 1 , . . . ) , 0 < fx < t2 < 

lim £y = + 0 0 , удовлетворяющих условиям (1.22), 

+ ? ° +00 -foo +00 

J \№)-Q(t)\\dt+ E I I ^ H + E 1 1 ^ 1 1 + E I I G ? i - G i | | < t f > 

0 * = 1 , UfT j = l , t ^ T i j = l; *г=^ 

+ ? ° +oo +oo -foo 

I \\q(t)-q(t)\\dt+ E iiftii+ E ш + E ii»-»ii<* 
О t=l, *i£T j=l, tjfT i,j=l; ti=tj 

задача (1.19)—(1.21) имеет единственное решение у и выполняется оценка (1.12). 
Теорема 1.4. Пусть Q G L ( l + ; R n x n ) , q G L ^ R 7 1 ) , < + 0 0 и 1 Ы < 

< + 0 0 . Тогда задача (1.3), (1-4), (1-2) является корректной. 
Устойчивость в том или ином смысле импульсной системы (1.3), (1.4) определяется, как 

выше. При этом предполагается, что функция £ : R+ —> Ш является и непрерывной слева. 
Сказанное относится также и к устойчивости самой системы (1.3), (1.4). С другой стороны, 
соответствующая однородная система определяется парой (Q, {Gj}^^). Поэтому вместо фи
гурирующей в определении 1.5 устойчивости матричной функции А будем говорить об устой
чивости этой пары. 

Теорема 1.5. Пусть Q G L i 0 C ( R f ; R n x n ) , q G L i 0 C ( R f ; E n ) , Gj G Rnxn {j = 1 ,2, . . . ) и 
gj G R n (j = 1 ,2 , . . . ) таковы, что 

K O W К О М 

limsup / \\Q(r)\\dr < + 0 0 , lim / ||g(r)|| dr = 0, 
t->+oo J t->+oo J 

t t 

limsup E Wiln + Gjy'GjW < + o c , lim V ll(Jn + Gj)" 1 ^!! = 0, 
*<*I<KO(0 *<«;<"(О(0 

где функция v{£)(t) определена равенством (1.17). Тогда £-экспоненциально асимптотиче
ская устойчивость пары {Q,{Gj}~j~^) гарантирует корректность задачи (1.3), (1.4), (I-®)-

Теорема 1.6. Пусть Q G L i 0 C ( R f ; E n x n ) , g G Li 0 C (R+; M n), Gj G R n x n {j = 1 ,2 , . . . ) , 
а постоянные векторы gj G ]Rn (j = 1 ,2 , . . . ) таковы, что Xl̂ i WdjW < Тогда равно
мерная устойчивость пары {Q{Gj}^^) гарантирует слабую корректность задачи (1.3), 
(14), (1-2). 
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Раз ностны е системы. Пусть ко G N, со G Мп. Для системы (1.5) рассмотрим зада
чу Коши 

У(к0) = с 0 . (1.23) 

Ясно, что если у G E(N; W1) - решение разностной задачи (1.5), (1.23), то векторная функ
ция х G BVioc(K+;R n)> определенная равенствами х(0) = у(0), x(t) = у(к) при к — 1 < t < к 
(к G N), будет решением импульсной задачи (1.3), (1.4), (1.2), где Q(t) = 0, q(t) = 0; tj = j , 
Gj = G(j — 1), gj = g(j — I) (j = 1 ,2 , . . . ) , to = ко. Наоборот, если x - решение отмеченной 
импульсной системы, то ее сужение на N будет решением системы (1.5). Предполагается, что 
d e t ( / n + G(k)) ф 0 при к G N. В силу сказанного справедливы следующие утверждения. 

Теорема 1.4'. Пусть матричная и векторная функции G G J5(N; R n x n ) и д G E(N;M n ) 
таковы, что ]C^=i(| |G(m)| | + ||#(m)||) < +оо. Тогда задача (1.5), (1.23) является корректной. 

Теорема 1.5'. Пусть матричная и векторная функции G G E(N;Rnxn) и g G i£(N;R n ) 
таковы, что 

*(0(*)-1 

limsup Е IK J " + G ( m - 1)Т1°(т ~ 1)11 < 

i/(0(*)-i 

lim J2 \\(In + G(m-l))-lg(m-l)\\=0, 
т—к 

где j/(£)(fc) = sup{m > к + 1 : £(га) < £(к + 1) + 1}, а £ : N —У R+ такая неубывающая 
функция, что lim £(&) = +оо. Тогда £ -экспоненциально асимптотическая устойчивость 

к->+оо 
матричной функции G гарантирует корректность задачи (1.5), (1.23). 

Теорема 1.6'. Пусть G G J 5 ( N ; R n x n ) , age E(N;Rn) такова, что ||g(m)|| < +оо. 
Тогда равномерная устойчивость матричной функции G гарантирует слабую корректность 
задачи (1.5), (1.23). 

2. Доказательства основных результатов. 
Доказательство теоремы 1.1. Ввиду (1.6) задача (1.1), (1.2) имеет единственное реше

ние х G B V i 0 C ( R f ; R n x n ) и 

t 

+ 1 dA(r)-x(r) + f(t)-f(t0) при t € R + . (2.1) 
to 

Покажем, что 
x G B V ( R f ; R n x n ) . (2.2) 

Действительно, в силу (1.14) ряды U — 1? 2) суммируемы. Поэтому для 
каждого j G {1,2} неравенство ||djA(£)|| > 1/2 выполняется только для конечного числа 
точек t j i , . . . , t j m j из Rf, т.е. 

||djj4(t)|| < 1/2 при < e R f , t^tji (j = 1,2; * = 1 , т , ) . (2.3) 

Поэтому найдется такое г > 0, что 

||(/« + (-ly'dj-ACt))- 1!! < г при (j = 1,2). (2.4) 

Ввиду (2.1), (2.4) и (1.14) имеем x(t) = с0 + dxA{t) • x(t) + / / 0 <Ш(т) • х(т) + f(t) - f(t0) и 
1 И * ) | | < г ( | | с о | | + Р 1 + / / о И г ) И | У ( В ) ( г ) | | ) при t>to, где B(t) = A(t~), P l = V 0

+ o ° / < +00. 
Отсюда, согласно лемме Гронуолла-Беллмана (см. [15, теорема 1.4.30]), имеем ||я(£)|| < 
< r(\\c0\\ + p i ) e x p ( r Vf0 А) < р3 < +оо при t > t0, где р 3 = r{\\c0\\ + pi)exp(rp2), р2 = V^°°A 
Аналогично доказывается последняя оценка и при 0 < t < to, т.е. ||ж(£)|| < ps < +оо при 
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t 6 R | . Учитывая это, из (2.1) имеем ро < Pi + р2Рз < +оо, где ро = У^°°х. Тем самым 
включение (2.2) доказано. 

Положим u(tj) = max{u;i(7?),GJ2(T?)b г Д е ^liv) = sup{||rr(£) — )|| : t, s G R+; s - г) < 
<t<s}, a u)2{rj) = snp{\\x(t) - x(s+)\\ : t , s G t f ; s<t<s + rj}. Тогда ввиду (2.2) 

lim ^ ( | / ) = 0 (j = l ,2 ) . (2.5) 

Согласно (1.6) и (2.3), найдется So G]0,1/4[ такое, что ||djA(t) — djA(t)\\ < 25q при 
i G R+ (j = 1,2), ||djA(t)|| < 1/2 + 2S0 < 1 при t G 1 + , t ф tji (j = 1,2; i = T^n") и 
det(J n + (—iydjA(tji)) Ф 0 (j = 1,2; i = l , m j ) для каждой матричной функции A G 
G B V i o c ( R f ; R n x n ) , которая удовлетворяет условию \\A(t) - A(to) - (A(t) - -А(*о))|| < 8q при 
t G R+ . Следовательно, найдется г > 1 такое, что 

det(J n + (-l)jdjA(t)) ф0 при t G R+ (j = 1,2), (2.6) 

\\(1п + {-1У^А(г)Гг\\<г при £ G R+. (i = 1,2). (2.7) 

В силу (2.5) для произвольно заданных е > 0 и р > 0 найдется такое J G]0, So[ > что 

г[(3 + 2||с 0 | | + 6р 0 )£ + ехр(г(р + р 2 )) < е. (2.8) 

Рассмотрим задачу (1.7), (1.8), где t0 G R+, с 0 G R n , Л G B V i o c ( R f ; R n x n ) и / G 
G BVio C (Rf ; R n ) удовлетворяют условиям (1.9)—(1.11). Ввиду (2.6) она однозначно разрешима. 

Пусть у - решение задачи (1.7), (1.8), z(t) = y(t) — x(t) и <p(t) = f(t) — f(t). Тогда 

z(t) = z(t0) + j dA(r) • г(т) + У d(A(r) - A(T)) • a?(r) + y?(t) - (p(t0) при t G R+. (2.9) 
to to 

Согласно формуле интегрирования по частям (см. [15, теорема 1.4.33]), 

t 

d(A(r) - А(т)) • х(т) = [(A(t) - A(tQ)) - (A(t) - A(t0)))x(t) 

to 

t 

- J[(A(r)-A(to))-(A(T)-A(t0))}dx(r)+ £ (<M(r) - <M(r)) dlX{r) -
to t0<T<t 

- ^ («M(t) - d2A(T)) d2x(r) при teR+. 
t0<T<t 

С другой стороны, ввиду (1.10) \\(A{t) - A(t0)) - (A{t) - A(t0))\\ < 26, \\djA{t) - djA{t)\\ < 26 
{j = 1, 2) и \\ip(t) - v(*o)|| < 2<S П Р И < € K+, поэтому 

' + 0 0 

У d(A(r) - A ( t ) ) • X(T) < 28(\\x(t)\\ + 2 \J x^j < 26{\\c0\\ + Зр 0) при t£R+. (2.10) 

to 

Из (2.9) следует, что z{t) = z(t0) + dxA{t) • z(t) + J~ dB{r) • Z{T) + J~ d(l(r) - А{т)) • х{т) + 

+ ¥>(*) -уэ(*о) при t > to, где B(t) = A(t-). Отсюда ввиду (2.6), (2.7) и (2.10) имеем \\z(t)\\ < 
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< ^(Ik(to)ll + 25(1 + ||со|| +'3po) + fl \\z(r)\\d\\V(B)(r)\\) при t > t0. Следовательно, в силу 
леммы Гронуолла-Беллмана \\z(t)\\ < r(\\z(to)\\ + 26(1 + \\со\\ + Зро)) exp(r V*0 В) < r(\\z(to)\\ + 
+ 26(1 + \\со\\ + Зро)) exp(r Vq"°° А) при t > to- Аналогично убедимся в справедливости этой 
оценки и при 0 < t < t0. Поэтому \\z(t)j\ < r(\\z(t0)\\ + 26(1 + \\с0\\ + 3p 0 ))exp(r(p + р 2 )) 
при t G 1 + , ибо, согласно (1.11), Vq°°A < р + р 2 . Кроме того, в силу (1.9) ||г(?о)|| < 
< \\(1п - сМ(*о))со - cojl + \\x(to) - x ( t 0 - ) | | < + ^i(£) при to < to, \\z(t0)\\ < \\(In + 
+ d2A(to))co - coll + \\x(to) - x(t0+)\\ < 6 + u2(6) при t0 > t0 и ||z(«o)|| = l|c0 - c 0 | | < 6 
при to = to. Следовательно, \\z(t)\\ < r[(3 4- 2||co|| + 6po)6 + ш(6)]ехр(г(р + p 2 )) при t G . 
Отсюда с учетом (2.8) вытекает оценка (1.12). Теорема доказана. 

Для доказательства теоремы 1.2 нам понадобится следующее 
П р е д л о ж е н и е 2 .1 . Пусть матричная функция A G B V i 0 c ( K + ; R n x n ) £ -экспоненциально 

асимптотически устойчива, а векторная функция f G BVi 0 C (K-f ; R n ) такова, что выпол
няется (1.16), где функция v(£)(t) определена равенством (1.17). Тогда любое решение х 
системы (1.1) удовлетворяет условию 

lim \\x(t)\\ = 0 . (2.11) 

Доказательство . Ввиду £-экспоненциальной асимптотической устойчивости матричной 
функции А найдутся такие положительные числа г) и ро, что для матрицы Коши U системы 
(l . lo) справедлива оценка 

| | ^ ( t , r ) | | < p o e x p ( - i 7 ( ^ ) - e ( r ) ) ) при t>r>0. (2.12) 

Пусть е > 0 произвольно. Тогда в силу (1.16) для достаточно большого to > 0 

КОМ 

У A(A,f)<e при t > t 0 . (2.13) 
t 

Пусть х - решение системы (1.1). Согласно формулам вариации постоянных и интегриро
вания по частям [15, теоремы 1.4.33 и IIL2.13], 

t 

x(t) = U(t,to)x(to) + jU(t,r)dA(A,f)(r) при t > t0 > 0. 

to 

Отсюда в силу (2.12) имеем \x(t)\ < i?o ехр(—//(£(£) — ((to)))\x(to)\ + J(t) при t > to, где 
J(t) = Ro f*Q exp(—rj(£(t) — £(т))) dV(A(A, / ) ) (т ) , a Ro такая n x n-матрица, каждая ком
понента которой равна ро- С другой стороны, учитывая оценку (2.13), легко видеть (см. 
[16], доказательство теоремы 1), что J(t) < 2eRoexp(2r])(exp(r]) — 1)~1 при t > to. Поэтому 
\x(t)\ < i?o^xp(—rj(€(t) — £(to)))\x(to)\ +2eRoexp(2r])(exp(r)) — l ) - 1 при t>to. Следовательно, 
выполняется условие (2.11), ибо £(t) -> +оо при t —> +oo, a e - любое положительное число. 
Предложение доказано. 

Доказательство теоремы 1.2. Пусть to G R+ и со G Шп произвольно фиксированы, а 
х - решение задачи (1.1), (1.2). В силу £-экспоненциальной асимптотической устойчивости А, 
условия (1.15) и предложения 2.1 имеем: i) решение х удовлетворяет условию (2.11); и) най
дутся такие ро > 0 и rj > 0, что матрица Коши U системы (l . lo) допускает оценку (2.12); 
iii) найдется такое р\ > 0, что (см. [16], доказательство теоремы 1) 

t 

Jexp(-r7(e(*) -t(T)))d\\V(A{A,A))(T)\\ < P l при t 6 М+. (2.14) 

to 
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В силу (2.12) и равенства U(t,t—) = (In — d\A(i)) 1 существует такое г > О, что 

\\{In-diA{t))-l\\<r при t G l + . (2.15) 

Ввиду (2.11) для любых е G]0,1[ и р > О найдется такое t* = i*(e,p) > to + 1, что 

||s(t)|| < eiUpopri)-1 exp( -3p 0 pri ) при t > t*, (2.16) 

где n = 1 + po/( l + г). Положим / = [0,**] и 

<*o = min{(6(l + po + r ) ) " \ e(4(l + p o P i b ) " 1 exp ( -3p 0 pr i ) } . (2.17) 

Согласно теореме 1.1, найдется 8 G]0,<Jo[ такое, что для любых to G R+, со G M n, A G 
G BVio C (K-f . ;R n x n ) и / G BVioc(IR+;R n), удовлетворяющих условиям (1.9), 

\\(A(t)-A(t0))-(A(t)-A(t0))\\<6, | | ( / ( t ) - / ( * o ) ) - ( / ( t ) - / ( t o ) ) | | < * при t е R+, (2.18) 

-f-oo 

\J{A-A)<p, (2.19) 
о 

задача (1.7), (1.8) на I имеет единственное решение у и выполняется неравенство 

\\x{t) - y(t)\\ < ф р о п Г 1 exp( -3p 0 pri ) при t G J. (2.20) 

Для доказательства теоремы остается показать, что задача (1.7), (1.8) на К+ имеет един
ственное решение у и 

\\x(t)-y(t)\\<e при t > t * . (2.21) 

Установим единственность. Ввиду (2.15), (2.17) и (2.18) ясно, что ||diA(t) - diA(t)|| < 
< 2SQ < (1/3)(1 + г + ро)"1 и \\(In - dxA{t))-l{diA(t) - <M(t)) | | < 1/3 при t G . Отсюда, 
согласно равенству In - diA(t) — (In - d\A(t))(In + (J n - diA(i))~l(d\A(t) - diA(t))), имеем 
det(J n —diA(i)) ф 0 при t G R+. Следовательно, задача (1.7), (1.8) имеет единственное решение 
на М+, ибо для любых двух решений у\ и у 2 этой задачи имеем y\(t) = y 2 (t) при t G I. 

Пусть z(t) = x(t) — y(t). Тогда z будет решением системы dz(t) = dA(t) • z(t) + dg(i), где 

t 

9(t) = ffo(t) +gi(t) +g2(t), go(t) = ^ d ( l ( r ) - A(r)) • z(r) , 
t* 

(2.22) 

Ы * ) = fd(A(r) - A(T)) • X(T), g2(t) = f(t) - f i t ) . 
t* 

Отсюда в силу формулы вариации постоянных имеем 

t 

z(t) = U(t,t*)z(t*) + g(t)-g2(t*) - f drU{t,r) • (g(r) - ff2(t*)) при t > t*. (2.23) 
t* 

Ввиду формулы интегрирования по частям и предложения III.2.15 из [15] имеем 

J dTU(t,T).g0(T)=g0(t)-J U{t,T)d(A(T)-A(r))-z(T)+ ] Г d^it^-d^r)-A{T))-Z{T) -
t* t* ^* 
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^ d2U(t,T)-d2(A(T)-A(T))-z(T) при t>t*, 
f < T < t 

(2.24) 

[ЛгЩЬтУдгЮ^дгМ- f U(t,r) d(A(r)-A(r))-x(r) + £ r)-di( i4(r)-A(r))-a;(r) -

- 5̂  d2U{t,r)-d2{A{r)-A(T))'x(T) при t > t * , (2.25) 
**<r<t 

t t 

J dTU(t,r) • (g2(r) - g2(t*)) = - f U(t,r)dA(A,A)(r) • (g2(r) - g2(t*)) при t > t*. (2.26) 

Согласно (2.12), (2.14) и (2.16)-(2.19), из (2.24)-(2.26) получаем 

t t 

90(t)-f dTU(t,r).go(r) <po fd\\V(A-A)(T)\\.\\z(T)\\+2po( £ ША(т)-А(т))\\\\г( T + 

+ ША(т)-А(т))\\\\г(т)\\) = f\\z(r)\\da(r) при t > t*, (2.27) 
t*<T<t 

t 

gi(t)~ f dTU{t,T).9L{T) < e(12popri) 1 e x p ( - 3 / 9 0 p n ) ( a ( t ) - a(t*)) < 

< e(4ri) хехр(-3/9орг1) при t > t*, 

<&(*) - <й(П ~ / < W * , r ) • ( 9 2 ( r ) - g2(t*)) < 

(2.28) 

где 

< 25 + 26p0 J exp(-r]m-ur)))d\\V(A(A,A))( T)\\ < 

< 2(1 + poPi)S < e(2ri) 1 exp(-3p 0jori) при t > t* 

a(t)=P0(\\V(A-A)(t)\\+2 \\dl(A(r)-A(r))\\ + 2 £ \\d2(A(r) - A(r 
\ Q < T < t 0<T<t 

(2.29) 

(2.30) 

Кроме того, из неравенств (2.12) и (2.20) следует, что \\U(t,t*)z(t*)\\ < polk(**)|| < £ ( 4 r i ) - 1 х 
х ехр(—Spopri) при t > t*. Согласно этому, с учетом неравенств (2.27)-(2.29) из (2.23) по
лучаем оценку \\z{t)\\ < eexp(-3popri)/ri + //. \\z(r)\\ da(r) при t > t*. С другой стороны, 
ввиду (2.17) и (2.18) имеем 0 < dia(t) < 6р05 < р0(1 + р0 + г ) - 1 < 1 и (1 - dia(t))~l < п 
при t > t*. Отсюда в силу леммы Гронуолла-Беллмана и (2.19) вытекает, что ||г(*)|| < 
< £ехр(—Spopri) exp(3po^i Vq (А — А)) < е при t > t*. Следовательно, справедлива оцен
ка (2.21). Теорема доказана. 
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Доказательство теоремы 1.3. Пусть to Е 1+ и со Е Шп произвольно фиксированы, х -
решение задачи (1.1), (1.2), a U - матрица Коши системы ( l . lo) . Ввиду равномерной устой
чивости матричной функции А и условия (1.18) на основании формулы вариации постоянных 
легко убедиться в существовании такого числа ро > I, что 

| | s ( t ) | | < p o при t > 0 и \\U(t,r)\\ < ро при t>r>0. (2.31) 

В силу (2.31) существует (см. доказательство теоремы 1.2) такое число г > О, для которого 
справедлива оценка (2.15). Положим т\ = 1 + ро/(1 + г). 

Пусть t* = to + 1 и So = min{(6(l + ро + r ) )~ 1 , e (12po^ i ) _ 1 ехр(—Зроп)}- Согласно теоре
ме 1.1, для произвольно заданного е Е]0,1[ найдется S Е ]0,6о[ такое, что для любых to Е К+, 
с 0 6 K n , A Е BVioc(K+;K n x n ) и / Е BVioc(Rb;K n), удовлетворяющих условиям (1.9) и (1.13), 
задача (1.7), (1.8).на [0, £*] имеет единственное решение у и справедлива оценка 

\\x(t) - y(t)|| < e(2pori)~l е х р ( - З р о п ) при 0 < t < t*. (2.32) 

Наша цель - показать, что задача (1.7), (1.8) на R+ также имеет единственное решение у и 
выполняется оценка (2.21). Существование и единственность доказываются, как в теореме 1.2. 

Пусть z(t) = x(t) —y{t). Тогда имеют место представления (2.23)-(2.25), где g(t) и gj(t) 
(j = 0,1,2) определены равенствами (2.22). Применяя формулу интегрирования по частям 
для интеграла dTU(t,r) • {д2(т) -g2(t*)) и учитывая (1.13), (2.24), (2.25), (2.31) и (2.32), из 
(2.23) находим 

t t 
\\z(t)\\ < po\\z{t*)\\ +1 \\z(r)\\da(r) + 3p2oS + 3poS < g e x P ( " 3 P o r i ) + J \\z(T)\\da(r) при t > Г , 

** t* 

где функция a(t) определена равенством (2.30). Отсюда, как и выше, ввиду леммы Гронуолла-
Беллмана, условия (1.13) и определения So имеем 

\\z(t)\\ < eexp(-3pon + Зроп \J(A-A)) <е при t> t*. 
^ t* ' 

Следовательно, справедлива оценка (2.21). Теорема доказана. 
Работа поддержана CRDF-Georgia (проект 3318). 
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