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О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ Д Л Я СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 
ОБОБЩЕННЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С СИНГУЛЯРНОСТЯМИ 

© 2 0 0 6 г. М. Т. А ш о р д и я 

1. Постановка задачи и ф о р м у л и р о в к а основных результатов. Пусть п\ и п2 -
натуральные числа, —ос < a < a , i < b i < b < -foe, А{к Е BVi 0 C ( ]a , Ь[;ШЩХПк), fa Е 
Е BVioc(Kb[ ;R n <) , сг Е W1* (г,Л - 1,2), а 1г : B V ( [ a b 6 i ] ; I T 1 ) х BV([a 2 , 6 2 ] ; I T 2 ) -> R"< 
(г = 1,2) суть линейные ограниченные операторы. В настоящей работе исследуется вопрос 
о существовании решения системы линейных обобщенных обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

dxi(t) = dAa{t) • Xl(t) + dAl2(t) • x2(t) + dfi(t) (i = 1,2), (1.1) 

удовлетворяющего общим краевым условиям 

k{xux2) = Ci (г = 1,2). (1.2) 

Известно, что (см., например, [1-3]) если Aik Е BV([a, Ь]; МП г х п * ) , / г Е BV([a, Ь]; К"») 
(г,А: = 1,2), то задача (1.1), (1.2) является фредгольмовой, т.е. для ее однозначной разре
шимости необходимо и достаточно, чтобы соответствующая однородная краевая задача 

dxi(t) = dAn(t) • xi{t) + dAl2{t) • x2(t) (i = 1,2), ( l . lo) 

U{xux2) = 0 (i = l ,2) (1.2 0) 

имела только нулевое решение. В случае, когда система (1.1) в точках а и b имеет сингуляр
ности, т.е. Агк £ BV([a,&];M n * x n f c ) , /г BV([a, Ь]; Wi) при некоторых г',/с Е {1,2}, вопрос о 
фредгольмовости задачи (1.1), (1.2) оставался открытым. Восполнению этого пробела и по
священа настоящая работа. Мы воспользуемся методами исследования сингулярных краевых 
задач для систем обыкновенных дифференциальных уравнений, разработанными в [4-6]. 

Полученные в работе результаты конкретизированы для случая, когда краевые условия 
(1.2) имеют вид 

т 

Y2[BiikXi(tiik) + B2ikx2(t2ik)] = сг (г = 1,2), (1.3) 
к=1 

где BJlk Е R n > x n J {ij = 1,2; к = )~т). 
Ниже приняты следующие обозначения и определения: Ш = ] — оо ,+оо[ , [a, Ь] и ]а, Ь[ -

соответственно замкнутый и открытый интервалы М; R+ = [0,+оо[; ] R n x m - простран
ство вещественных п х га-матриц X — {xij)Tj^\ с Н 0 Р М 0 И \\Х\\ — ]СГ=1 S j = i О п х ш 

(или О) - нулевая n х т-матрица; \Х\ — {\x\ik)™'kL\\ d e t X и X~l - соответственно детер
минант и обратная матрица матрицы X Е R n x n ; / п - единичная n х n - м а т р и ц а ; W1 = Шпх1 -
пространство п -мерных вектор-столбцов х = (яг)™ = 1. 

Если X : [a, Ь] —» K n x m - матричная функция, то \ /^ (Х) - сумма полных вариаций ее 
компонент Xij (г = l , n ; j = l , m ) на [a, Ь]; У(Х)(£) = ^{хц)^))™^, где г;(х^)(а 0 ) = О, 

v(xij)(t) = \/г

ао(хц) при а 0 < t < 6, = - \7Г(хи) П Р И а < £ < а 0 = l , n ; j = 1,га), 
a ao = a 2 ; X(t—) и X(t+) - левый и правый пределы в точке t Е [а, 6] (Х(а—) = Х(а ) , 
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292 АШОРДИЯ 

X{b+) = X(b))\ dxX(t) = X(t) - X ( t - ) , d 2 X(£) = - * ( * ) ; B V ( [ a , 6 ] ; M n x m ) - бана
хово пространство матричных функций X : [a, 6] -> R n x m (\Jb

a(X) < сю) с нормой ЦХЦ̂  = 
= ||Х(о0)|| + \/Ь

а{ХУ, B V l 0 c ( ] a , 6 [ ; M n x m ) - множество матричных функций X :]a,6[-> M n x m , 
для которых VaPO < +оо при а < а < /3 < ft; в случае существования правого (лево
го) предела матричной функции X в точке а (в точке Ъ) этот предел будем принимать 
за Х(а) (за Х(Ь)) и, следовательно, будем считать X непрерывной в упомянутой точке; 
Sj : BVio C(]a, b[; М) —> BVi o c ( ]a ,b[ ;M) (j — 0,1,2) - операторы, определенные равенствами 
s0(g)(t) = g(t) - si(g)(t) - s2(g)(t), 5i(s)(o 0) = s2(g)(a0) = 0, si(g)(t) = Ea0<r<t di#( r) 
И *2($)(*) = Ea0<r<td2ff(r) П р и a0 < t < Ь' Si(g)(t) = -J2t<T<a0

dl9(T) И s2(9)(t) = 

= - E*<T<a0

 d20(r) при a < t < a0. 
Если p : [a, 6] —>• R - неубывающая функция, rr : R —> R и s < i, то 

/ x(r)dg(r) = / a;(r)d5o(ff)(r)+ ^ ж(т) dxg{r) + ] T x{r)d2g(r), 

s ]s,t[ s<f<t s<r<t 

где под jjg tf̂ C7") d>so(g)(r) понимается интеграл в смысле Лебега-Стилтьеса на открытом ин
тервале ] s , t [ по мере, порожденной функцией so(g) на том же интервале ( х(т) d g ( r ) = 0); 
если g(t) = gi(t) — g2(t), где д\ и д2 - неубывающие функции, то 

jx(r)dg{r) = jх(т)dgi(r) - jх{т)йд2{т). 
S 

Если G = (<ЫЦ=1 G BV([o,6];Rfxn) и X = {xkj)n

k%x : [a,b] ->• R " x m , то 

/

( Г \'>то 

dG(r ) • X ( r ) =[J2 ХЫ(Т) d9ik{r) J при s < t. 

s fc=1 s ' M = l 

Если / G BV([a,6];R), 3 G BVioC(]a,6[;R) и a < s < t < b, то 
2 * 

^ о ( / , = -J^ / *МЯ(г>аН"(т>ь)<М"Ы)(т)> 

2 * 

W , $ ) ( M ) = ( - 1 ) ' + 1 £ / ^ ( / ) ( г , ( 2 - 0 а + ( / - 1 ) 6 ) ^ И ( 7 ) ) ( т ) ( / = 1,2), 

*) = - W , <?)(*, s) (I = 0,1,2) , 

где w0(f)(t,s) = «(/)(<) - t ; ( / ) (s) , w i ( / ) ( t , e ) = « ( / ) ( < - ) - v{f)(s), w2(f)(t,s) = v(f)(t+) -
-v{f){s) при t,s E]a,b[. 

Если X = К, )™ G B V ( [ a , 6 ] ; R ^ x ^ ) , У = (у;,*)™*2!? € B V l o c ( ] a , b [ ; l m 2 X m 3 ) , то 
mi ?7i2 т з 

Fl{X,Y){t,8) = ^^Ytrl{xij,yjk)(t,s) при / , s G ] a , 6 [ (/ = 0,1,2) . 
i=i j=i k=i 

Если X G B V i 0 C ( ] a , 6 [ ; R n x n ) , d e t ( / n + {-l)JdjX{t)) ф 0 при t £}a,b[ (j = 1,2), a 
У G B V l o c ( ] a , & [ ; R " x m ) , t o A(X,Y)(t,t) = O n x m при <б]а ,Ь [ , 

Л(А-,У)(«, в ) = У ( < ) - У ( Я ) + 
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О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ 293 

+ * * ( т М / „ - * В Д Г Ч П т ) - Y, d2X(T)-(In + d2X(T))-1d2Y(T), 
S<T<t S<T<t 

A{X,Y)(s,t) = -A(X,Y)(t,s) при a < s < t < b. 
Под решением системы (1.1) (системы обобщенных дифференциальных неравенств 

dxi(t) < dAn(t) • x\(t) + dA{2(t) • X2(t) + dfi(t) (i = 1,2)) понимается векторная функция 
x = (xi)i=n Xi £BV\0C(]a,b[;Rni) (i = 1,2) такая, что 

2 * 

Xi(t) - X i ( s ) =J2 dAiAT) ' XAT) + /»(*) - f i ( s ) (<) при a < s < t < b (i = 1,2). 

Решение системы (1.1) х = (xi)f=l называется решением задачи (1.1), (1.2), если 
Xi е BV([a j ,b t ] ;R n i ) , i = 1,2, и выполнены равенства (1.2). 

Если a Е BV'([a, Ь];Е) такова, что 1 + (—iydja(t) Ф 0 при t £ [a, b] (j = 1,2), то через 
7fa(ti to) мы будем обозначать единственное решение задачи Коши dj(t) = j(t)da(t)^ 7 ( ^ 0 ) — 1-
Известно, что (см. [7, 8]) 

7a(Mo) = e x p ( 5 0 ( a ) ( t ) - sQ(a)(tQ)) J J (1 - ^ а ( т ) ) - 1 J J ( l + d 2 a ( r ) ) при t > t 0 , 

t0<r<t t 0 < T < t 

7 a ( M o ) = 7 a 4*0 ,* ) П р и i < t 0 . 

Ниже предполагается, что 
de t ( J n . + ( - l ) ^ A i i ( t ) ) ^ 0 при t € ] a , i [ (j = 1,2). (1.4) 

Для каждого г G {1,2} через Xi обозначим фундаментальную матрицу системы dx{(t) = 
= dAa(t)-Xi(t), удовлетворяющую условию Xi(ao) = / п . (существование обеспечивается усло
вием (1.3) (см. [3, с. 111])). 

Используя лемму 2.2 из [9], формулу интегрирования по частям, равенства 

t 

X-\t)-X-\s) = -X-\t)Au(t)+X-\s)Au(s)+jdX-\T)-Au{T) при a<s<t<b (t = l ,2) 

s 

(см. [3, с. 48, 120]) и определение оператора Л, нетрудно убедиться в том, что посредством 
преобразования 

Xi(t) = Xi(t)yi(t) (г = 1,2) (1.5) 

задачи (1.1), (1.2) и ( l . lo) , (1.2о) сводятся к задачам 

dyl(t) = dAi{t) • y 3-i(<) + dfi(t) {i = 1,2), (1.6) 

£ ( 3 / 1 , 1 / 2 ) =<* (г = 1,2) (1.7) 

и 

d W ( t ) = dAi(t) • уз-г(*) (i - 1,2), ( I .60) 

£ ( y i , y 2 ) = 0 (г = 1,2), (1.7 0) 
где 

A{t) = j Х Г ^ ) Л 4 ( А г г , Л з - г ) ( т , а 0 ) - * з _ г ( т ) , 

an 

t 

(1.8) 

f i ( t ) = J X-l{r)dA{AlUU)(T,aQ) (i = 1,2), 
ao 
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к(УъУ2) = к(Хт,Х2у2) (t = 1,2). (1.9) 

Будем предполагать, что 

l - I I M ^ I ' ^ W W I I ^ O при ( - l ) i ( * - a o ) < 0 (i = 1,2). (1.10) 

Теорема 1.1. Пусть а\ — а, Ъ\ = Ь, a 2 Е]а, Ь[, Ь2 E ] a 2 , b [ , ao = а 2 , &о = Ь 2; 

li : BV([a, &]; M n i ) х BV([ao, Ьо]; К™2) -» К71* (i = 1,2) - линейные ограниченные операторы, 
(1.11) 

ъ ь ь 

\j(An) + \l{Al) + \l{h)<+™. (1.12) 
а а а 

Пусть, кроме того, выполняются условия (1-4), (1-Ю) и 

Т0{А1,А2)(Ъ-,а+) < +ос , : F o ( A b / 2 ) ( b - а + ) < +оо. (1.13) 

Тогда для однозначной разрешимости задачи (1.1), (1.2) необходимо и достаточно, чтобы 
задача (1.1$), (1-2$) имела только тривиальное решение. С другой стороны, задача (1.1$), 
(1.2$) имеет только тривиальное решение тогда и только тогда, когда задача (1.6$), (1-7$) 
имеет только тривиальное решение. 

Теорема 1.2. Пусть а\ = a, b\ E]a,b[, a 2 £ ] a , b i [ , Ъ2 = b, ao = а 2 , 6о = bi; 

li : BV([a, 6о]; K n i ) x BV([ao, b]; М П 2 ) —» (г = 1,2) - линейные ограниченные операторы, 
(1.14) 

ao do ao b b b 

V ( A n ) + \/Ш + < V ( A 2 2 ) + \J(A2) + < +oo. (1.15) 
a a a ao ao ao 

Пусть, кроме того, выполняются условия (1-4), (1.10) и 

Т\{А\, А2)(а0,а+) < +оо, Т\{А\,/2)(а0,а+) < -hoc, 
(1.16) 

J T 2 ( A i , A 2 ) ( 6 - , a 0 ) < +оо, . F 2 ( A i , / 2 ) ( b - , a 0 ) < +оо. 

Тогда справедливо утверждение теоремы 1.1. 
Замечание 1.1. Из доказанной ниже леммы 2.5 вытекает, что если соблюдены условия 

(1.4), (1.10), (1.12), (1.13) (условия (1.4), (1.10), (1.15), (1.16)), то операторы k (г = 1,2) опре
делены на множестве всех решений системы (1.1) и, следовательно, в этом случае постановка 
задачи" (1.1), (1.2) является естественной. 

Следствие 1 .1. Пусть либо tuk G [a, b], t2ik E]a,6[ (г — 1,2; к = l , m ) и выполнены 
условия (1.4) j (1-Ю), (1.12), (1.13), либо tuk Е [a,b[, t2ik ^.}a,b] (г = 1,2; к = 1,т) и выпол
нены условия (1.4), (1.10), (1.15), (1.16), где ao = a 2 . Тогда для однозначной разрешимости 
задачи (1.1), (1.3) необходимо и достаточно, чтобы система (1.1$) при краевых условиях 

т 

Y,[BukXi{tllk) + B2lkx2{t2lk)} - 0 (г - 1, 2) (1.3 0) 
/с=1 

имела только тривиальное решение. С другой стороны, задача (1.1$), (1.3$) имеет только 
тривиальное решение тогда и только тогда, когда систем,а (1.6$) при краевых условиях 

т 

YyBiikXi{tllk)yi{tllk) + B2lkX2(t2lk)y2{t2lk)} - 0 (г = 1,2) 
/с=1 

имеет только тривиальное решение. 
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Следствие 1.2. Пусть Aik G BV([a, ft]; R n * x n f c ) , Si 6 B V ( [ a , Ь ] ; ) (t,fc = l ,2 ) и выпол
нены условия (1.4), (1-Ю). Тогда задача (1.1), (1.2) является фредгольмовой. 

З а м е ч а н и е .1 .2 . В ранее выполненных работах (см., например, [1-3]), где устанавлива
ется фредгольмовость задачи (1.1), (1.2) в регулярном случае, вместо условий (1.4) и (1.10) 
требуется условие det(J n + {-l)3djA{t)) Ф 0 при t G [a,b] (j = 1,2), где A(t) = {Aik{t))2

ik^v 

2. Вспомогательные п р е д л о ж е н и я . Частным случаем леммы 2.4 из [10] является 
Л е м м а 2 .1 . Пусть to G [a, 6], со E R , а функция ft G BV([a, Ь];Ш) удовлетворяет усло

виям 1 + (-l)idjP(t) ф 0 и 1 - (-l)ids-jP{t) > 0 при {-l)j{t - t0) < 0 (j = 1,2). Яустъ , 
кроме того, функция v G BV([a,b];R) такова, что (dv(t) — v(t)d(3(t) — df(t))sga(t - to) < 0 
npute[a,b], ( - l ) J ' (rfj t ; ( to)-^j /5 (*o)--dj / (*o)) < 0 (j = 1,2) и ^ 0 ) < с 0 . Тогда ?;(£)< z(£) 
npu £ G [a, fc], где ж - решение задачи dx(t) = x(t)d/3(t) + d/(i) npw t G [a, 6], ж(*о) = 

Аналогом леммы Гронуолла является 
Л е м м а 2.2. Пусть а : [а, 6] —> М - неубывающая функция, to G]a,6[, со G R+, г> G 

G BV(]a,f t [ ;R+), 1 - d,a(t) й 0 при ( - l ) J ' ( i - i 0 ) < 0 (j = 1,2) и 

t 
u(t) < со + j u(t) da(r) при te]a,b[. (2.1) 

to 
Тогда для любого e G ]0,1[ существует не более чем конечное число точек tji G [a, b] (j = 1,2; 
г = 1, mj) таких, что t 2 m 2 < • • • < «22 < «21 < «о < «п < «12 < • • • < «lmi 5 

^а(^г)>е (j = 1,2; * = 1 , т , ) , (2.2) 

u(t) ^ C j n W T " 1 ^ ) wptx- (* — — < 0 0' = 1 i 2 ; A: = T77^~), (2.3) 

где tio — «20 = to, i imi+i = b, « 2 m 2 + i = a, c\o = c2p — cp, c ^ + i = Cjj. [ 7 ( ^ + 1 ) + 

+ ( - l ) - 7 r f J - 7 ( ^ A . + i ) ] 7 " 1 ( ^ A ; ) + 1 4 ( ^ + 1 ) ^ - 0 ( ^ + 1 ) 0" = 1, 2; /с = 0 ,77^-), a 7 ( t ) = 7 Q ( t , t 0 ) . 
Доказательство . Положим г;(«) = cq + | J*̂  u ( r ) rfa(r)| при « G]a,ft[. Пусть j = 1, и рас

смотрим промежуток [«o,b[. В силу неубываемости функции а найдется возрастающая по
следовательность точек tu G]«o,b] (* — l > m i ) > Д л я которых выполняются неравенства (2.2) и 

d i a ( t ) < е при t G ]« 0, Ь] \ {«п, • • •, <imi }• (2.4) 

Пусть <5 - достаточно малое положительное число. Легко видеть, что на [«o,«n ~$] имеют 
место условия леммы 2.1, где f(t) = 0, /3(«) = a(«), ибо в силу условия (2.1) u(t) < v(t) и 
0 < v(t) — v(s) < ^1 v(r)da(r) при to < s < t < b. Следовательно, 

v{t) < coj(t) при t0 < t < tn ~ S. (2.5) 

С другой стороны, согласно (2.4), (1 — dia(t))~l > 1 при t G]«o,«n[, ибо e < 1 и a -
неубывающая функция. Отсюда в свою очередь вытекает неубываемость функции 7 (см. 
определение) на ]«о,«п[- Поэтому существует 7(«ц —). Из (2.5) с учетом произвольности 8 
заключаем, что u(t) < v(t) < coj(t) < со7(«ц) при t G]«o,«n[- Тем самым оценка (2.3) 
доказана при j — 1 и к — 0. 

Рассмотрим теперь промежуток ] « n , « i 2 [ - Учитывая равенство div{t\\) — u{tii)d\a(ti\), 
из последних оценок получаем неравенство v{t\\) < с ц , где сц = со7(«п—) + ^ («n )d i a («n ) . 
Как и выше, покажем, что u(t) < v(t) < С ц 7 ( ^ ) 7 - 1

 ( « 1 1 ) < c n 7 ( « i 2
 — ) 7 _ 1 ( « п ) П Р И « £ ] « 1 Ъ « 1 2 [ 

и v(«i 2) < С 1 2 , где сп cnj(ti2-)j~-l(tn)+u(ti2)dia{ti2). 
Продолжая этот процесс mi + 1 раз, легко убедиться в справедливости оценок (2.3) 

при j = 1. 
Аналогично доказываются оценки (2.3) и при j = 2. Отметим лишь, что в этом случае 

f(t) = 0, f3(t) = — a(t). Лемма доказана. 
З а м е ч а н и е 2 .1 . Из оценок (2.3), в частности, следует, что и - ограниченная на ]а,Ь[ 

функция. 
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Л е м м а 2.3 . Пусть / : [а, ft] —> Ш и д :]а, Ь[—> R - такие неубывающие функции, что 

g{t)<0 при te]a,a + 5[, (2.6) 

0 ( * ) > О при «E]ft-<5,ft[, (2.7) 

W , $ ) ( b - <*+)<+оо, (2.8) 

где 5 - некоторое достаточно малое положительное число. Тогда существуют конечные 
односторонние пределы 

ф(а+) > - о о и ф(Ь-) < +оо, (2.9) 

где 
t 

<f)(t) = 8g*(t-c) f g{T)df(T) при tE]a , f t [ , (2.10) 
с 

а с Е ]а , ft[ - произвольная точка. 
Доказательство . Без ограничения общности можем считать, что с Е ]а+д, Ь—5[. Докажем 

существование конечного одностороннего предела ф(а+). Пусть ft* = inf{t : f(s) — /(ft) при 
а < t < s < ft}. Если b* = а, то утверждение леммы очевидно, ибо </>(£) = 0. 

Предположим теперь, что ft* > а. Тогда, согласно определению ft*, имеем /(ft*—) < f(b*) < 
< /(Ь*+) = /(ft) и / ( t ) < /(ft) при a < t < ft*. Следовательно, 0 < /(ft)-/(f t*) < / ( f t ) - / ( « + ) < 
< / (^) - /(*) < / (b) - / ( * - ) при a < t < ft*, где ft* = min{a + 6,(a + ft*)/2,c}. Отсюда с 
учетом (2.8) для любого е Е]0, ft* — а[ получаем цепочку неравенств ос > Tn{f,g){b—,a+) > 
> Fo(f,9)(b*,a + e) > (/(ft) - / ( f t * ) )^ i ( / , ^ ) ( f t* , a + e) и, следовательно, 

Ml=Fl(f,g)(b*,a + e)<oo. (2.11) 

Применяя формулу интегрирования по частям, имеем 

6. 6, 

ri(f,g)(b*,a + e) = (f(t)-f(a)).80{g)(t)fc+e- / s0(g)(t) df(t) + j (/(<-) - f(a)) dSl(g)(t) + 
a+e a+e 

6* 6. 

+ / ( / ( ^ W ( a ) ) d ^ f 9(t)df(t) + 

a + e a-fe 

6. 6. 6. 

+ J(s1(9)(t)+S2(g)(t))df(t)+ J(f(t-)-f(a))dsl(g)(i)+ J (f(t+) - f(a)) ds2(g)(t) = 
a+e a-\-e a+e 

= (/(M - f(a))g(b*) - ( / ( a + e)- f(a))g(a + e) - ф(а + e) + </>(&,). 

Отсюда ввиду (2.6) и (2.11) получаем, что 
ф(а+е)-ф(К) = (f(K)-f(a))g(K)-(f(a+e)-f(a))g(a+e)-M1 > (/(Ь)-/(а))д(К)-Мг > - о о . 

Поэтому существует конечный односторонний предел ф(а+), ибо функция ф не убывает 
на ]a,ft*[. 

Докажем теперь существование конечного одностороннего предела ф(Ь—). Пусть а* = 
= sup{£ : / ( 5 ) = / ( а ) при а < s < t < ft}. Если а* = ft, то утверждение леммы очевидно, 
ибо ф{Ь) = 0. 

Предположим теперь, что а* < ft. Тогда f{a*+) > / (a*) > / ( a * - ) = / ( а ) и f(t) > f(a) 
при a* < t < ft. Следовательно, 0 < f{a*)-f(a) < /(£—) —/(a) < f(t)-f(a) < f(t+) — f(a) при 
a* < t < ft, где a* = max{ft — <5, (a* + ft)/2,c}. Отсюда с учетом (2.8) для любого е Е]0, ft — a*[ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 42 № 3 2006 



О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ 297 

получаем оо > Tv(f,g)(b-,a+) > T0(f,g)(b - е , а . ) > (/(а*) - / ( а ) ) • T2{f,g)(b - е ,а . ) и, 
следовательно, 

М 2 = ^ 2 ( / , 5 ) ( 6 - £ , а , ) < о о . (2.12) 

Как и выше, легко убедиться в том, что 

F2(f, 9)(Ъ - е, а.) = (/(&) - / ( 6 - е))^(Ь - е) - (f(b) - f(a,))g(at) + ф{Ь - е) - ф(а,). 

Отсюда с учетом (2.7) и (2.12) находим 

ф(Ъ - е) - ф(а.) = М2- (f(b) - f(b - e))g(b - е) + (f(b) - f{a.))g(a.) <M2 + (f(b) - f(a*))g(a*), 

что и гарантирует существование ф(Ь—), ибо функция ф не убывает на ]а*,Ь[. Лемма до-
казана. 

Замечание 2.2. При выполнении условий леммы 2.3 функцию ф в точках а и Ь, бла
годаря (2.9), будем доопределять по непрерывности, т.е. будем полагать ф(а) = ф(а+) и 
ф(Ь) = ф(Ь—). При этом условие (2.8) будет означать, что ф £ BV([a, Ь];М). 

Л е м м а 2.4. Пусть f : [a,b] —> IR u g :]a, 6[ —> R - такие неубывающие функции, что 
выполняются условие (2.6) (условие (2.7)) и 

^ i ( / , 0 ) ( b . , a + ) < + ~ № ( / , р ) ( Ь - , а . ) < +оо), (2.13) 

где J - некоторое достаточно малое положительное число, а а* и Ь* £ ] а , Ь[. Пусть, кроме 
того, функция ф определена равенством (2.10), где с £ ] а , Ь[ - произвольная точка. Тогда 
существует конечный односторонний предел ф(а+) (односторонний предел ф(Ъ—)). 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 2.3. Отметим лишь, что в 
первом случае доказательство надо начинать с оценки (2.11), а во втором - с оценки (2.12). 

Замечание 2.3 . Если выполнены условия леммы 2.4, то в первом случае функцию ф будем 
доопределять по непрерывности в точке а, т.е. ф(а) — ф(а+), а во втором случае в точке 6, т.е. 
ф(Ь) = ф(Ь—). При этом в первом случае условие (2.13) будет означать, что ф £ BV([a, 6*]; R), 
а во втором - ф £ BV([a*, Ь]; К). 

Л е м м а 2.5. Пусть выполнены условия (1.4), (1.10), (1.12), (1.13) (условия (1.4), (1-Ю), 
(1.15), (1.16)). Тогда, какое бы ни было решение {xi)f=l системы (1.1), х\ £ BV([a, 6]; W11) 
(s i £ B V l 0 C ( [ a , 6 [ ; E ^ ) , а х2 £ B V l o c ( ] a , &]; Шп*)). 

Доказательство . Рассмотрим первый случай, т.е. когда выполнены условия (1.4), (1.10), 
(1.15), (1.16). Тогда матричная функция X является невырожденной на [a,Ь] и Х\,Х^1 £ 
£ B V ( [ a , 6 ] ; I R n i X n i ) . 

Пусть х = (xi)f=l - любое решение системы (1.1), а у = (Уг)?=1 ~ решение системы (1.6), 
связанное с х равенствами (1.5). Ввиду сказанного выше условие х\ £ BV([a, Ь]; Е П 1 ) равно
сильно условию у\ £ BV([a, 6]; R n i ) . 

Пусть Ai,A2,fi и / 2 определены равенствами (1.8). Ясно, что 
t Т 

Vi(t) = 3/ю(*) + jdAi{r) • (У*dA 2 (s ) • У 1 (5)^ при a < t < Ь, (2.14) 
ao ao 

где yio(t) = y i ( a o ) + / i ( t ) - / i ( a ) + (A 1 ( t ) - i4 i (ao ) )y 2 (ao)+ / (* ) , /(*) = ^ i ( r ) - ( / 2 ( r ) - / 2 ( a 0 ) ) . 
Для любого £ £]a ,6[ положим a(t) = \\ JaQdV(Ai){s) • \V{A2){s)\\l v{t) = (vk{t))%=v 

u(t) = ||v(*)||, где vk{t) = sup{|j/ifc(s)| : 0 < (s - a 0 ) sgn(t - a 0 ) < |t - a 0 | } . Согласно 
условиям (1.12), (1.13) и лемме 2.3 (см. замечание 2.2), имеем Ах £ BV([a, Ь]; Е П 1 Х П 2 ) , / 1 £ 
£ BV([a ,6] ;M n i ) 7 / € BV([a ,b ] ;R n i ) и a £ BV([a,b];R) (a(a) - a ( a + ) , a{b) = a ( b - ) ) . По
этому y 1 0 £ BV([a ,6 ] ;R n i ) - Кроме того, если у г = ( у г / с ) ^ 1 > = (^к)^Л N / г = (Afc)^Li 

Л = (fik)^Li (i = М ) , а Ую = (yio/c)£Lp то из (2.14) следует, что 
и 

Е Е / ( / ! 
7 — 1 7 — 1 , У \ ^ 
4 1 ^ 1 an an 

|yifc(*)l < l?/iOfc(*)l + У] V / ( / 1 / 1 ^ ( 5 ) ^ 1 ^ ( 5 ) ) daiki(T) при a < t < b (к = 1 , . . . , rii). 

ao ao 
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Отсюда заключаем, что 0 < u(t) < \\yw\\v + | f*Q u(r) da(r)\ при t E ]a ,6 [ . Следовательно, в 
силу условия (1.10) справедливы условия леммы 2.2. Согласно этой лемме (см. замечание 2.1), 
найдется ро такое, что u(t) < ро при а < t < b. Поэтому ||у(£)|| < ро при а < t < b. Тогда из 
(2.14) получаем, что | | 2 / i ( t ) -y io ( * ) - ( j / i ( 5 ) -y io (s ) ) l l < po(a(t)-a(s)) при а < s < t < b. Отсюда 
ввиду непрерывности функции а в точках а и b вытекает существование односторонних 
пределов у\(а+) и у\{Ь—) и включение у\ Е BV([a,Ь];К). 

Аналогично доказывается эта лемма и в случае, когда выполнены условия (1.15) и (1.16). 
Отметим лишь, что в этом случае нужно воспользоваться леммой 2.4 и замечанием 2.3. Лемма 
доказана. 

3. Доказательство теоремы 1.1. В силу условий (1.11), (1.12) и равенств (1.8), (1.9) мат
ричная функция Xi Е B V ( [ a , b ] ; I R n i X n i ) , Тг : BV([a, Ь]; R n i ) х BV([a 0 , Ьо]; К 7 1 2 ) -> Шщ [г = 1,2) 
являются линейными ограниченными операторами и f\ Е BV([a ,6] ;R 7 1 1 ) . Кроме того, с уче
том преобразований (1.5) задача (1.1), (1.2) эквивалентна задаче (1.6), (1.7), а задача ( l . lo) , 
(1.2о) - задаче (1.6о), (1.7о). Поэтому для доказательства теоремы достаточно установить, 
что задача (1.6), (1.7) однозначно разрешима тогда и только тогда, когда задача (1.6о), (1.7о) 
имеет только нулевое решение. 

Положим 4{t) = l + \\V(A2)(t)\\ + \\V(f2)(t)\\ и y0(t) = sgn(t-t0) J^y^dWViA^W при 
£E ] a , b[. Согласно лемме 2.3, существуют односторонние пределы 7о(а+) и jo(b—). Следова
тельно, доопределяя функцию 70 по непрерывности в точках а и 6, имеем 70 Е BV([a,b];R). 
Очевидно, что 70 - неубывающая функция, 7о(^)— 7о(&о) > 0 при t Е [a, ao] и 70(b)— jo(t) > 0 
при t Е [ао,Ь]. Поэтому функция е, заданная равенством e(t) = [(то(*) — To(flo))(To(b) ~ 
— 7o( t ) ) ] x / 2 при t Е [а, 6], имеет смысл и 

lime(i) = 0, lime(t) = 0. 
£—>а t—>>6 

(3.1) 

Пусть а = sup{£ Е [а ,а 0 ] : То(*) = То (а)}, Ь = inf{^ Е [а 0,Ь] : то(*) = То(Ь)}, а* = sup{£ Е ] а , а 0 ] : 
A\(t) — A i ( a + ) } , 6* = inf{t Е [ао,Ь[: -Ai(i) = Ai(b—)} (а* = а или 6* = Ь, если соответству
ющих t не существует). Ввиду определения 7 и 70 легко проверить, что а = а* и Ь = Ь*. 
Нетрудно убедиться в том, что е(£) > 0 при t Е]а, 6[. Поэтому следующее определение функ
ции 5 корректно: 6(t) = j(t)/e(t) при £ Е]а, Ь[ и <!)(£) = 0 при t Е [a, a] U [Ь, Ь]. 

Покажем теперь, что 

0 = J б(г)а\\у(АШ\ < + 00. (3.2) 

Для этого в свою очередь достаточно показать, что 

ъ-

< +оо, 

а+ °>0 

Используя формулу интегрирования по частям, имеем 

ao ao 

ao о— 

JS(t)d\\V(A1)(t)\\ < + o o , 16(1)ЩУ(АШ\ 
< +oo. (3.3) 

ao ao 

= j e-\t)dl0(t) < ( 7 0 ( b _ ) _ 7 ( O 0 ) ) - i / 2 J . v - i { t ) d v 2 { t ) = 

a+ a + a + 

= (7o(6-) - 7 ( a o ) ) - 1 / 2 ( 2 ( ^ ( 0 0 ) - r , ( a + ) ) - £ r,-\t)(dlV(t))2 + £ r , " 1 ^ ) ^ ) ) 2 ) < 
a< i<ao a< t<ao 

< ( 7 o ( b - ) - 7 ( a o ) ) - 1 / 2 ( 2 ( r ? ( a 0 ) - 7 ? ( a + ) ) + ]Г ^ Ч * ) ^ * ) ) 2 ) , 
^ a<t<a0 
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где rj(t\= (7о(£) — 7 ( а + ) ) 1 / / 2 - Ясно, что фигурирующую здесь сумму можно представить в 
виде числового ряда YlkLi ^ ( б с - ы - & с ) 2 , где > 0 (к — 1, 2, . . . ) - некоторая неубывающая 
ограниченная последовательность. Легко видеть, что этот ряд сходится. В самом деле, пусть 
lim £k — £, а ко - такое натуральное число, что 0 < £ / 2 < £ f c < f при к > ко. Учитывая это, 

/с—юо 
имеем 

оо ко оо 

/с=1 /с=1 к=к0 + 1 

ко оо /со 

< Ё ^ г ( ^ + 1 - ^ ) 2
 + 2 Е ( e f c + i - a ) = E ^ 1 ( 6 + i - a ) 2 + 2 ( e - 6 o + i ) < o o . 

Следовательно, первая оценка (3.3) доказана. Аналогично доказывается и вторая оценка (3.3). 
Тем самым оценка (3.2) доказана. 

Пусть B V ^ ( ] a , 6 [ ; E n 2 ) - банахово пространство векторных функций х :]а, Ь[—)• М П 2 , име
ющих ограниченные с весом 1/6 полные вариации, с нормой 

11*11, = s u p { ( | H a 0 ) | | + \\V(x)(t)\\)/S(t) : t e}a,b[}, 

а В - банахово пространство векторов у = (y2')|=i с компонентами yi Е BV([a, Ь]; М П 1 ) , 
У2 Е B V ^ ( ] a , 6 [ ; E ^ ) , у 3 € M n i , у 4 € W12 и нормой | |y | | e = \\yi\\v + \\у2\\6 + \\у3\\ + | |у 4 | | . 
Для любого у — {yi)j-i Е В положим 

t t 

hi(y){t) = Уз + j rfAi(r) • y 2 ( r ) , h2{y){t) = y 4 + У* gL4 2 ( t ) • y i ( r ) , 
ao ao 

M y ) = ys-h{yi,y2), М у ) = У4 - h { y u y 2 ) , % ) = ( / i i (y))- = 1 . 

Легко видеть, что Л(у) Е # при у Е Б. В самом деле, ясно, что ||/ii(y)(£) — hi(y)(s)\\ < 
< 1/Л|1/2(г)М||^(Л1)(г)||| < b l U I / ^ W d H ^ ^ O M I H при a < 5 < t < b. Поэтому вви
ду (3.2) существуют односторонние пределы hi(y)(a+) и hi(y)(b—). Доопределяя h\(y) по 
непрерывности в а и 6, получаем, что М у ) Е BV([a, Ь]; Е П 1 ) , ибо 

У^Лу))<Ы\б / V h h ^ i ) ( t ) | | 

a ^ a 

Аналогично убеждаемся в том, что 

t 

J \\yi(T)\\d\\V(A2)(T) 

< ОО. 

\\V(h2(y))(t)\\ < <\\yi\\v\\V{A2)(t)\\ при t€]a,b[. 

ao 

Учитывая это, имеем | |My)IU — г11у11£; г Д е в С И Л У (3-1) 

г ее sup { ф ) : t е]а,Ь[ } < - f o e . (3.4) 

Следовательно, М у ) Е BVj( ]a, b[; R n 2 ) . 
В пространстве В рассмотрим операторное уравнение 

У = Цу)+Уо, (3.5) 

где уо = {yoz)Uv У01W = h(t) - / i ( a 0 ) , У02М = /2 (0 ~ /2(^0), Уоз = с ь у 04 = с 2 . 
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Покажем, что h является вполне непрерывным оператором. Пусть последовательность 
Ук = [Уы)\=\ (& — 1 ? 2 , . . . ) такова, что \\ук\\в < 1 (А; = 1 , 2 , . . . ) . Согласно теореме Хелли, из 
нее можно выбрать такую подпоследовательность zk — (zki)j=1 (A; = 1 , 2 , . . . ) , что 

lim zk%{t) = zoi{t) при teJi (г = 1,2), lim zki = zoi (i = 3,4), (3.6) 
к—too к-too 

где J i = [o,b], J 2 = ] a , b [ , 201 G BV([a, 6]; E n i ) , ||^oi||t, < 1, *02 € B V l o c ( ] a , b [ ; E n 2 ) , £оз G 
^04 G E 7 1 2 . 

Покажем, что hi(zk) (A: = 1 , 2 , . . . ) и h2{zk) (A: = 1 , 2 , . . . ) являются фундаментальными 
последовательностями соответственно в пространствах BV([a, 6]; E n i ) и BV\oc(]a, Ь [ ; Е П 2 ) . 

Пусть 77 - достаточно малое положительное число. В силу (3.1) найдется такое натуральное 
число mo(r?), что а + l / m < clq < b — l / m и 

e(t) < г/ при £ G [a, a + l /m] U [6,6 — l / m ] (m > 777,0(77)). (3.7) 

Зафиксируем m > mo(77). С учетом (3.2), (3.7) и неравенства 7(4) > 1 имеем 

ь 

\\hi(zk) - < ||**з - */з|| + У Н**2(*) - ч 2(*)|1 4 ^ i ) ( * ) l l < 

a 

a-f l / m 

< ||** 3 - *и11 + У lk*2(<) - * и ( < ) 1 к ( * Ж < ) ( ^ i ) ( t ) | | + 

b-l/m b 

+ 
a + l / r a b—l/m 

b-l/m 

< n 

j \\zk2(t)-zl2(t)\\e(t)S(t)d\\V(A1)(t)\\+ J ЪгыЮ-гптеЮбМЛЦУШтк 

| г * з - г в | | + 4 т ю + У | | « f c 2 (* ) -^2 (* ) lk (<)*(*)r f | |^ (Ai ) ( t ) | | . 

Отсюда, согласно теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла и соот
ношениям (3.6), вытекает существование такого натурального числа 7771(77) > 7770(77), что 
\\hi(zk) — hi(zi)\\v < 277(1 -Ь 2^>) при к,1 > 7711(77). Поэтому последовательность hi(zk) 
(к = 1 , 2 , . . . ) фундаментальна в BV([a, 6]; E n i ) . 

С другой стороны, согласно (3.4) и (3.7), 5 - 1 ( £ ) < e(t) < г при t G]a, Ь[, 

I H M ^ - ^ W I I ^ W < * _ 1 ( * ) / * | | ^ 1 ( г ) - ^ ( г ) | М | | У ( А 2 ) ( т ) | | < 

<2e(t)-y-l{t)\\V{A2)(t)\\ <2e(t) <2г] при i e ] a , a + l / m [ u ] 6 - l / m , 6 [ 

и | | F ( M z f c - z ; ) ) ( i ) | r 4 0 < r / ^ при i € [a + l / m , 6 - l / m ] . 
Следовательно, последовательность h2{zk) (к = 1 , 2 , . . . ) фундаментальна в B V ^ ( ] a , b [ ; E n 2 ) , 
ибо, согласно указанной теореме Лебега и (3.6), найдется такое натуральное число 7712(77) > 
> 7711(77), что | | / i2(2A:) — ^ 2 ( * / ) | | ( 5 < 277(1+7*) при k,i > гп2{г]). Тем самым полная непрерывность 
оператора h доказана. 

Согласно альтернативе Фредгольма для операторных уравнений (см. [11 , с. 499] или [12]) , 
операторное уравнение (3.5) однозначно разрешимо тогда и только тогда, когда соответству
ющее однородное уравнение 

у = Ну) (З .5 0) 
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имеет только нулевое решение. С другой стороны, операторное уравнение (3.5) эквивалентно 
задаче (1.6), (1.7), ибо у = (yi)j=i Е В является решением уравнения (3.5) тогда и только 
тогда, когда (yi)?=i е с т ь решение задачи (1.6), (1.7) и уз = yi(ao), у\ — 2/2(^0)- Аналогично 
уравнение (3.5о) равносильно задаче (1.6о), (1.7о). Следовательно, для однозначной разре
шимости задачи (1.6), (1.7) необходимо и достаточно, чтобы задача (I.60), (1.7о) имела только 
тривиальное решение. Теорема доказана. 

Доказательство теоремы 1.2 аналогично доказательству теоремы 1.1. Отметим лишь, 
что в этом случае соответствующим образом строятся функции 71 (£), 7ю(£), £iC0 и $i{t) 
при t £ [а,Ь[, функции 72(^), 7 2 0 £ 2 ( £ ) и <Ы*) при £ Е]а,Ь], банаховы пространства 
B V ^ [ a , 6 [ ; R n i ) и BVj 2 (]a, Ь]; М 7 1 2 ), а В = B V ^ ([а, Ь[; М 7 1 1) х BV^ 2 (]a, Ь]; I T 2 ) х K"i x R n 2 . 

Следствия 1.1 и 1.2 непосредственно вытекают из теорем 1.1 и 1.2. 
Работа поддержана фондом CRDF-Georgia (проект 3318). 
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